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Über eine Verschärfung des Hauptidealsatzes 
für algebraische Zahlkörper ’'). 


Von Olga Taussky in Wien. 





Herr Ph. Furtwängler hat die folgende Verschärfung des Hauptidealsatzes bewiesen: 
Ist für einen algebraischen Zahlkörper die absolute 2-Klassengruppe ?) vom Typus 
(2,2,...,2), so läßt sich für sie eine Basis c,, C,, . . ., Cn so finden, daß jede Basisklasse 
c; bereits in einem relativquadratischen unverzweigten Oberkörper in die Hauptklasse 
übergeht ?). 
Für beliebige Primzahlen / ist der entsprechende Satz nicht allgemein richtig. 
Wir werden aber hinreichende Bedingungen für den Grundkörper k formulieren, bei 
deren Bestehen der Hauptidealsatz in dieser verschärften Form gilt. Diese Bedingungen 
werden als Eigenschaften der zweistufigen *) Relativgruppe des zweiten Klassenkörpers 
in bezug auf den Grundkörper k auftreten. Weiter werden wir zeigen, daß sich mit 
Hilfe der zweistufigen Gruppe allein nicht entscheiden läßt, ob die Verschärfung allge- 
mein gilt. 
Es sei 
= SE... 0<u<), 
die zweistufige Relativgruppe des zweiten Klassenkörpers. Dabei bedeute € die erste 
Ableitung von ©, die S,,S,,...,S„n Repräsentanten der Basis für die Faktorgruppe 


&/€&. Jedes S; ist ein Element von €, läßt sich also als symbolisches Potenzprodukt 
der 7; darstellen: 


Es gilt dann 
- Satz I. Ist k ein algebraischer Zahlkörper, dessen absolute Klassengruppe ?) außer 
der Hauptklasse nur Klassen der Ordnung 1 enthält, so lassen sich die Basisklassen 
CyC9,...,Cn derart wählen, daß c; bereits ın einem unverzweigten relativ zyklischen Ober- 
körper vom Relativgrade 1 Hauptklasse wird, wenn die als Exponenten auftretenden ganz- 
zahligen Polynome g@(A,,Ay,...,An) (uk, j=1,2,...,n;i <k)mod.! nur Terme von 
einem Grad >1 —2 enthalten. 

Da diese Bedingung für ! =2 immer erfüllt ist, enthält diese Aussage den Satz 
von Furtwängler. 





1) Vgl. den Bericht über meinen Königsberger Vortrag, Jahresber. Deutsch. Math.-Vereinigung 40. 

2) Unter der absoluten l-Klassengruppe versteht man die Faktorgruppe nach der Untergruppe, welche die 
absoluten Klassen mit zu l primer Ordnung bilden. Siehe Hasse, Bericht II, S. 174. 

®) J. f. Math. 167, S. 379. 

*) Als zweistufig bezeichnen wir hier, sowie im folgenden die zweistufig metabelschen Gruppen. Siehe Hasse, 
Bericht II, S. 172. 

°) Unter Klassengruppe werde im folgenden stets die l-Klassengruppe verstanden. 


Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 2D 
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S 1. 
Betrachten wir die Struktur der in Betracht kommenden zweistufigen Gruppe 
von Primzahlpotenzordnung & und ihrer Untergruppen. Es sei 


G= ST S?-..-SME, (<<). 
Dabei bedeute € die erste Ableitung von ® und die S; eine Basis für die Gruppe &/G. 


Jedes S; ist ein Element von @, läßt sich daher durch die symbolischen Potenzen der 
T«= S;7' Sr" S,$, darstellen‘). Es gelten also die folgenden ‚„Stammrelationen“: 


ick u j=1,2,...n); 
wobei die g@ ganzzahlige Polynome in den A, = 5, —1, (r=1,...,n), sind. Die Gruppe 
& ist vollständig gegeben, wenn wir die Stammrelationen und die sämtlichen Relationen 
zwischen den Kommutatoren 7; kennen. Bekanntlich zerfallen die für die Existenz 
der Gruppe © notwendigen und hinreichenden Relationen in zwei Typen: 
I. Die Relationen, die sich aus den Stammrelationen ableiten lassen: 


—1 “ 
ga rare (‚k =1,2,...,n). 


II. Die Relationen, die unabhängig von den iin zwischen den - 
mutatoren jeder zweistufigen Gruppe bestehen: 


A;mämär _ ne) 
TSTETEE=E, | PRPRTY 
Die linken Seiten der Relationen II bezeichnen wir im folgenden stets mit 7;;. Wir 
nennen s Relationen 


(6) 
(4A, Ay... An) . 
1:37 "=E, (=12...,8), 
ein „vollständiges System‘ von Relationen, wenn alle weiteren Relationen zwischen 
den 7; als symbolische Potenzprodukte der 7‘, darstellbar sind. 


Die Gruppen, auf welche es vor allem ankommen wird, haben folgende Eigen- 
schaften: 


1. Die in den Stammrelationen 
(5) 
S-H 7 a j=1,2,...n), 
auftretenden Exponenten g() enthalten mod. / nur Terme von einem Grad 2/1 -—2 
2. Für jedes 7; gilt, daß 
Ta=E 
und, daß 
Tan An-ı — E, 
wenn 71 Joy ++, /,_, irgendwelche der Reihe 1,2,...,r entnommene Zahlen sind. 

3. Die Relationen 2 bilden gemeinsam mit den Relationen II ein „vollständiges 
System‘ von Relationen der Gruppe. (Wegen der Annahme 1 über die Stammrelationen 
sind nämlich die Relationen I ohne Bedeutung für die Gruppe). 

Durch die Eigenschaften 1, 2, 3 ist die Gruppe ® gänzlich bestimmt, und zu 
jeder Wahl der Formen Z—2-ten Grades g4) (A,,Ay,...,4„n) (die Terme von einem 
Grade #2 — 2 fallen nämlich wegen der Bedingungen 1, 2 weg) existiert eine zwei- 
stufige Gruppe, deren Elemente die geforderten Relationen und nur diese erfüllen ?). 


Betrachten wir nun die Untergruppen vom Index /! von ©. Wir erhalten sämt- 
on Normalteiler vom Index ! von ©, wenn wir die Exponenten in 


D Siehe Furtwängler, Hamb. Sem. Abh. 7, S. 18. 
2) Siehe Schreier, Hamb. Sem. Abh. 4, S. 325. 
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SS Sl, ((<s2%<[!), 
einer Bedingung 
4 + 9% +" +,m EN!) 
unterwerfen, wobei das System a, =a,:::=a„=0(l) ausgeschlossen ist, und zwei 


Kongruenzen, die sich nur um einen nicht durch / teilbaren Faktor unterscheiden, als 
identisch angesehen werden. Betrachten wir eine feste Basis S,, S,,. . ., Sn, so besteht 
ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen zwischen diesen linearen Kongruenzen und den 
Normalteilern vom Index !. Wir bezeichnen die durch ı 

AK + Aut, + "+ um = NN!) | 
bestimmte Untergruppe von ®© mit ©(a,,a,,...,d,.) oder kurz ®(a). Den Unter- 
körper des zweiten Klassenkörpers, der zu ®(a) gehört, nennen wir k(a,, @a,... ., 4n) 
oder k(a). Der Klassenkörper über k(a) gehört dann zur Kommutatorgruppe C(a) 
der Gruppe ®(a). Sind 

I, G=1,2,..,2 —1), 

n — 1 unabhängige Lösungen von 

aA tt +vm =lN!), 
so ist 

Be RC 
&la) = {Sı! S2 --- Gr, ((=1,2,..,n —1),. 

6(a) wird symbolisch erzeugt aus den Kommutatoren von je zwei Elementen 


BOBRU) PO) () „@ RC) 
S1 852 --- 5," und den (S7! $2? ++ 5," — 1)-ten Potenzen der Elemente von C. 


Beschränken wir uns gleich auf die Gruppen mit den Eigenschaften 1,2, 3, so ist also 
IR ne FC 
| rum, u), 
i$r hp Jeld..„r—1 
Über die Untergruppen ®(a) beweisen wir noch den folgenden 
Hilfssatz 1. /st ®(a) die durch 
d,Xı -H Ag Tg E= ER - AnIn = OK!) 


n 
bestimmte Untergruppe, so sind von den (2) Kommutatoren 


TATHTR, i#k+j+i), 


genau P 9 unabhängig. 


J ) der Ti T% Ti unabhängig, da sie die Kom- 


Beweis. 1. Es sind höchstens (" 


mutatoren von rn — 1 Elementen sind. 


2. Es sind mindestens (" Bi 7 unabhängige darunter. Wir führen den Beweis 


2 


a —1 
indirekt, indem wir zeigen, daß aus der Annahme, es bestünde zwischen je (" 9 


der TÄTWT% eine Relation, deren Exponenten nicht sämtlich durch / teilbar sind, 
folgen würde: 
sv=hl!), =12...8. 
Bezeichnen wir mit 
(1) T as Ta ** >» T na? (a =1,2,...,R), 
n—1 


die Reihe der ( 9 


der Ziffer & übereinstimmt. In jedem 7,., kommt der Index & in genau zweien der 


20” 


Kommutatoren Ti Ta In, in denen eine der Ziffern :, k, j mit 
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sl. 
Betrachten wir die Struktur der in Betracht kommenden zweistufigen Gruppe 
von Primzahlpotenzordnung & und ihrer Untergruppen. Es sei 


G= STST..-SE, (Su<i), 
Dabei bedeute € die erste Ableitung von & und die S; eine Basis für die Gruppe ©/G. 


Jedes S; ist ein Element von €, läßt sich daher durch die symbolischen Potenzen der 
Tx = S;' Sy‘ S;S, darstellen‘). Es gelten also die folgenden ‚„Stammrelationen‘“: 


U —1,2,...,n), 


wobei die g( ganzzahlige Polynome in den 4,= 8, —1, (r=1,...,n), sind. Die Gruppe 
Ö ist vollständig gegeben, wenn wir die Stammrelationen und die sämtlichen Relationen 
zwischen den Kommutatoren 7; kennen. Bekanntlich zerfallen die für die Existenz 
der Gruppe © notwendigen und hinreichenden Relationen in zwei Typen: 

I. Die Relationen, die sich aus den Stammrelationen ableiten lassen: 


u a a Du k =1,2,...,n). 
II. Die Relationen, die unabhängig von den Stammrelationen zwischen den Kom- 
mutatoren jeder zweistufigen Gruppe bestehen: 
) u ee 
TH TAT E, ( et). 
Die linken Seiten der Relationen II bezeichnen wir im folgenden stets mit 7;;. Wir 
nennen s Relationen 


7 nt j=1,2,...,5), 
ein „vollständiges System‘ von Relationen, wenn alle weiteren Relationen zwischen 
den 7;x als symbolische Potenzprodukte der 7‘, darstellbar sind. 

Die Gruppen, auf welche es vor allem ankommen wird, haben folgende Eigen- 
schaften: 
1. Die ın den Stammrelationen 
Ay -1 zei u j=-1,2..,R%), 
auftretenden Exponenten gÜ) enthalten mod. nur Terme von einem Grad 21-2 
2. Für jedes 7;x gilt, daß 
Ta =E 
und, daß 
Tan" n-ı —E, 
wenn 71 Jo + ++, /,_, irgendwelche der Reihe 1,2,...,r entnommene Zahlen sind. 


3. Die Relationen 2 bilden gemeinsam mit den Relationen II ein „vollständiges 
System‘ von Relationen der Gruppe. (Wegen der Annahme 1 über die Stammrelationen 
sind nämlich die Relationen I ohne Bedeutung für die Gruppe). 

Durch die Eigenschaften 1, 2, 3 ist die Gruppe ® gänzlich bestimmt, und zu 
jeder Wahl der Formen Z!—2-ten Grades g@) (A,,Ay,...,4„) (die Terme von einem 
Grade #2 — 2 fallen nämlich wegen der Bedingungen 1, 2 weg) existiert eine zwei- 
stufige Gruppe, deren Elemente die geforderten Relationen und nur diese erfüllen ?). 

Betrachten wir nun die Untergruppen vom Index ! von &. Wir erhalten sämt- 
liche Normalteiler vom Index ! von ©, wenn wir die Exponenten in 





!) Siehe Furtwängler, Hamb. Sem. Abh. 7, $. 18. 
2) Siehe Schreier, Hamb. Sem. Abh. 4, S. 325. 
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Ss, O<u<h, 
einer Bedingung 
4% + 5% + +,m =!) 
unterwerfen, wobei das System a, =a,''':=qa„=0(l) ausgeschlossen ist, und zwei 


Kongruenzen, die sich nur um einen nicht durch / teilbaren Faktor unterscheiden, als 
identisch angesehen werden. Betrachten wir eine feste Basis $,, S,, ... ., Sn, so besteht 
ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen zwischen diesen linearen Kongruenzen und den 
Normalteilern vom Index !. Wir bezeichnen die durch | 


d,%] -- AgXg - ehe _ Ann = O(l) 
bestimmte Untergruppe von ® mit ©(a,,@,,...,a„) oder kurz ®(a). Den Unter- 
körper des zweiten Klassenkörpers, der zu ®(a) gehört, nennen wir k(a,, 4a, . . ., 4n) 


oder k(a). Der Klassenkörper über k(a) gehört dann zur Kommutatorgruppe C(a) 
der Gruppe ®(a). Sind 
UE. VEREFE G(=1,2..,.2 —1), 


n ? 


n — 1 unabhängige Lösungen von 


4 +++ m =N!), 
so ist 
| „d ,@ * 
Gla) = {Sı! 52 --- SH", ((=1,2,..,n —1),C. 
6(a) wird symbolisch erzeugt aus den Kommutatoren von je zwei Elementen 
KORG) „ü ) ,@ RG) 
ST 552 --- 5," und den (S]! S2? --- 51" — 1)-ten Potenzen der Elemente von €. 
Beschränken wir uns gleich auf die Gruppen mit den Eigenschaften 1,2, 3, so ist also 
a HD + ED ee ne) 
Su) =| ann un "|. 
ih je... „n—l 
Über die Untergruppen ®(a) beweisen wir noch den folgenden 
Hilfssatz 1. /st ®(a) die durch 


4% ++" +,m =!) 
bestimmte Untergruppe, so sind von den | ‚) Kommutatoren 
TAT T;, i+k+ijti), 
genau (" ri ') unabhängig. 


9 ) der Ti T;; Ti unabhängig, da sie die Kom- 


Beweis. 1. Es sind höchstens (" 
mutatoren von n — 1 Elementen sind. 


2. Es sind mindestens (" Q ') unabhängige darunter. Wir führen den Beweis 


1 ) . . (n—1 
indirekt, indem wir zeigen, daß aus der Annahme, es bestünde zwischen je | ” 


der 7; ki Ts eine Relation, deren Exponenten nicht sämtlich durch / teilbar sind, 
folgen würde: 


v=(l!), ((=1,2...R. 
Bezeichnen wir mit 
(1) T ao? Tas - >» Tanya: (x =1,2,...,R), 
die Reihe der (" a ') Kommutatoren Ti 7% 75, in denen eine der Ziffern i, k, j mit 


der Ziffer & übereinstimmt. In jedem 7,., kommt der Index & in genau zweien der 
25° 
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T;x vor. Jedes T,; tritt daher in der Reihe (1) genau n — 2 mal, jedes T;, ı, k=#+a, 
genau einmal, und zwar mit dem Exponenten a, auf. Wäre die Behauptung 2 nicht 
richtig, so müßte zwischen den Elementen jeder Reihe (1) eine Relation 


r/n—1 
‘ "1(&) 72(&) (&) — 
(2) Ta Ta T An BE 


bestehen, wobei für jeden Wert & mindestens eine der Zahlen r;a) = 0(l) ist. Wegen 
der Voraussetzungen 2 und 3 über die Gruppe © folgt aus jeder Beziehung (2) 


Gr), i=1,2,..., (" ie '), 


also 
u =Nl). 
Wir gelangen so, wenn wir x =1,2,...,n setzen, zu dem Widerspruch 
Vz =E.. = =ll!). 
S 2. 


Wir werden die Richtigkeit von Satz I erschließen, indem wir ihn zunächst nur 
für die in $ 1 behandelten speziellen zweistufigen Gruppen beweisen: 

Satz II. Es sei k ein algebraischer Zahlkörper, dessen Idealklassen mit Ausnahme 
der Hauptklasse die Ordnung | haben. Die zweistufige Relativgruppe des 2. Klassen- 
körpers in bezug auf k besitze die folgenden, ein „vollständiges System‘‘ bildenden Rela- 


tionen: T«=E, Tartn"n-ı=E, TWTe?Tik = E. Die Stammrelationen seien 
() Be 
S; = II Ti und dabei die g” Formen in den A,, Ag, ...,An vom Gradel — 2. Man kann 


ik 

dann eine Basis Cı, Cg,...,%m für die Klassengruppe von k so wählen, daß die Basıs- 
klassen in n relativ zyklischen unverzweigten Oberkörpern kı,kg,...,k„ in die Haupt- 
klasse übergehen, und daß ın jedem Körper ks nur eine Klasse von k Hauptklasse wird. 

Aus Satz II folgt die Richtigkeit von Satz I. Denn wenn eine Klasse von k in 
einem unverzweigten relativ zyklischen Oberkörper k(a) vom Relativgrad !in die Haupt- 
klasse übergeht, so bedeutet dies, daß die der Klasse im Oberkörper entsprechende 
Substitution das Einheitselement der Relativgruppe des zugehörigen Klassenkörpers 
ist. Fassen wir diesen Klassenkörper als Unterkörper des zweiten Klassenkörpers über 
k auf, so ist das Einheitselement seiner Relativgruppe in bezug auf k(a) die Gruppe 
C(a). Haben wir von einer Klasse nachgewiesen, daß sie bei Zugrundelegung einer 
bestimmten zweistufigen Gruppe in k(a) in die Hauptklasse übergeht, dann muß sie 
in demselben Oberkörper auch dann Hauptklasse werden, wenn die Klassengruppe 
des Klassenkörpers über k weniger umfassend angenommen wird. Den umgekehrten 
Schluß kann man hingegen dann und nur dann machen, wenn in k(a) nur eine Klasse 
Hauptklasse wird. | 

Dem Beweise seien einige Hilfssätze vorausgeschickt. 

Hilfssatz 2. Sind W,a0,..,„a®, @=1,2,..,n —1), n — 1 unabhängige 
Lösungen der Kongruenz 


4% + 9% ++, m =N|), 
so ist eine beliebige Form g(A,, Ay, ...,An) in den A,Ay...,4An einem Ausdruck 
n—1 
ni (4,2) + 4,29) a 4,0) hd, A, on 4.) 
wobei die h; wieder Formen in den A,,As,...,An bedeuten, dann und nur dann mod. | 
kongruent, wenn 


g(a,, Ay... An) = Oo). 


Na LE 
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al Beweis. 1. Die Bedingung ist notwendig. Denn ist g(A,,A3,...,4„) in der 
ht EP obigen Weise darstellbar, und setzen wir 
\ 4 =a, ((=1,2,..,n), 
so ist, da 


2n FÜ auch 
g(a,, Ay... An) mi OK). 
2. Die Bedingung ist hinreichend. 
Es sei also g(a,, @Q,...,@) =0ll). Wir setzen 





4,0 +A,.d +. +4 WM =A, G=1,2..,n—1), 
und bestimmen 
AP +AMP+ +4 M=A4,, 
so daß 
|| = All). 
. Wir setzen ferner 
am +, +. +, WM) = A,, j=1,2...R#). 
ne | 9(A,Ay...,An) geht bei dieser Substitution über in eine Form g(A,,A3 - . -, An). 
n- ' Da gla,ay,...,%)= O(!) ist, gilt auch 
” ! 8(a,, Q3, Em An) Zn 8(0, 0, u. 0, Ay) u Or). 
AM ‚ Dann ist aber auch 
n 0% 8(0,0,...,0,4,)= Ol), 
- Wu d. h. 8(4,, A, ...,4„) enthält mod. ! nur Glieder, die wenigstens einen der Faktoren 
- 12 4Ay4As,...,An enthalten, also 
n | N 8(4,, A,, na A) =2& 4; hi(A,, A,, „.. An) (), 
L- | oder 
e FM = ‘) ) [ eg“ 
M AA. = (4,9 +4,90 + +4,09) RA, Ay: HA). — 
y i Wir beweisen nun einen dritten Hilfssatz. Es sei ®(a) eine Untergruppe von © 
e » vom Index /, bestimmt durch die Kongruenz 
u 

Tr ; 4. tu ++, m=lN|). 


e | 5 Wie früher gezeigt wurde, ist dann 


() (5) () 
u . . k dız + 4,2, tee. +4 z 
&Ka)={TjT5T;, Ta u 


wenn 


RR EA: 


am +a,P +. +aM=o0l). 
# Wir behaupten den 
e Ä Hilfssatz 3. Die symbolischen Potenzen 


TETETDT, (r=1,2,...,n), 


können durch symbolische Potenzprodukte der Kommutatoren 





( () 
ga ni anal 


= ersetzt werden. 
I 4 Beweis. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

; 1. r sei mit einer der Zahlen ;, k, j identisch, etwa r =. Es ist dann wegen der 
in $ 4 behandelten Relationen II 
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‚pa; magıdi __ miga;—4;a; mia, — Aya; 
TTETE = Tann Tan —ann, 


also wegen Hilfssatz 2 durch die 7 at AS + + nn darstellbar. 
2.r=#i,k,j. Mit Hilfe der Relationen 


TH T* Ti —=E, 


ki jr rk 
TH TU TÜ=E, 
u Zu 
4, mp4; m4k __ 
T; Tr Ta; =E 
erhalten wir 
(TH gr m” on Br Tas 90; en 
so daß zufolge Hilfssatz 2 die Behauptung wieder bewiesen ist. 
Hilfssatz 4. Ist f(x], &y, .. .,&n) ein ganzzahliges Polynom, dessen Grad in jeder 


Veränderlichen die Zahl 1— 1 nicht übersteigt und welches mod. 1! nicht identisch ver- 
schwindet, so gibt es ein spezielles Wertesystem %,, %y, - - -, In, so daß 


(2 Tg, ... In) = OL). 
Beweis. Für eine Veränderliche ist der Satz eine unmittelbare Folge der Tatsache, 
daß ın dem endlichen Körper der Restklassen mod. eine Gleichung vom Grade ! — 1 
höchstens 2 — 1 Wurzeln haben kann. Wir führen daher den Beweis mit Hilfe voll- 
ständiger Induktion nach der Zahl der Veränderlichen. Wir ordnen f(x}, X - - -, X) 
nach der Veränderlichen z,, 


Map ip. %) it pl in Ha) + FE MAI Zn N) 
+ All I + %._,)- 
Dann bestimmen wir die Zahlen &,,2%,...,2%n-ı so, daß mindestens eines der 


PilXy I. 7a) =M=EONl) wird. Nach Induktionsvoraussetzung ist dies sicher- 
lich möglich. Die Funktion 


(2, L, + Hdlm 7.) = 9, ee 9-1 jr [7 


verschwindet nicht identisch, und es gibt daher einen Wert 7,, so daß f(x, X, - - -, In) 
einen nicht durch / teilbaren Wert annimmt. 


83. 
Wir führen den Beweis von Satz II zunächst für den Fall, daß die Zahl der Basıs- 
klassen n =3 ist. 


Die Klassengruppe des Grundkörpers sei also 


mac, 0<2<)) 
Die Relativgruppe des zweiten Klassenkörpers lautet 
G=ST8757C, 0sSu<i), 


wobei S; die der Klasse c; eindeutig zugeordnete Substitution ist!). Dabei hat die 
Kommutatorgruppe & nach unserer Annahme folgende Gestalt: & wird symbolisch 
erzeugt von den Kommutatoren 7,3, 7Tj3, Tas, und es ist 


Ta =E, 
Tri E. 


Außer den Potenzprodukten dieser beiden Relationen besitze die Kommutatorgruppe 
nur noch die Relation 





1) Siehe Artin, Hamburger Sem. Abhandlungen 5, S. 361. 
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Tı22: 73 T3 Tai =E. 
Die Stammrelationen seien 
(1) S=-]]T%, j=1,2,3), 
(ik= 12, 23, 31) 
und die g() ganzzahlige Formen in den A,,A,, 4; vom Grade ! — 2. 

Wir wollen nun zeigen, daß sich unter diesen Voraussetzungen zu einer geeignet 
gewählten Basis c,, cz, c, drei relativ zyklische unverzweigte Oberkörper k,, k,, k, an- 
geben lassen, so daß c; die einzige Klasse von k ist, die in A; Hauptklasse wird. 

k(y) = k(y,, Ya, Y3) sei ein unverzweigter Oberkörper von k vom Relativgrad /, 
bestimmt durch die Kongruenz 

YıXı + Yala + Yalz =) }). 
Sind 
, ad, od, (ı = 1, 2), 
zwei unabhängige Lösungen dieser Kongruenz, so ist 


Sy) = (SE SE, (1,2), €) 


und 

ee 

Ey) = {TE TATA, Ta rt, j=l,2)}. 
Jeder Klasse von k(y) wird mittels der Frobeniusschen Kongruenz ein Element der 
Gruppe ®(y) / &(y) zugeordnet. Der Hauptklasse und nur dieser entsprechen die Ele- 
mente der Gruppe &(y). Betrachten wir die Elemente, die den Klassen des Grundkörpers 
kin k(y) entsprechen ?): es ist dabei zwischen denjenigen Klassen von k zu unterscheiden, 
die in k(y) zerfallen, und denjenigen, die unzerlegt bleiben. Ist c; eine Basisklasse von 
k und S; die ihr entsprechende Substitution, so entspricht der Klasse c; in k(y), wenn 
sie dort zerfällt, die Substitution 
rn a U 
wobei c; eine beliebige, in k(y) nicht zerfallende Klasse ist. Da 
144. +1, 

ist 

—1 i—2 

gitarre + = $ TEE Cy). 
Bleibt c; dagegen unzerlegt, so wird ihr in k(y) die Substitution 
5 


zugeordnet. 
Verstehen wir unter dem Symbol ?) 


Yitsiite 
die Zahl 
A - ya -yioh) (dl yn), 
so entspricht der Klasse c, im Körper k(y) die Substitution 
(2) Er Dad ul 
Die den Klassen c, und c, entsprechenden Substitutionen erhalten wir durch zyklische 


1) Siehe $S..1%. 
2) Siehe Artin, Hamburger Sem. Abhandlungen 7, S. 46. 
3) Für das Symbol Y; i2...ir gelten die folgenden einfachen Beziehungen: Y; Y; ;,...;, =): Yız...n = Ol), 


Y, a = . . 
Yiigeseiz Ypnkareckg Yıizersipkikgerckz" 
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Vertauschung. Da dem Produkt der Klassen das Produkt der Substitutionen ent- 
spricht, wird einer beliebigen Klasse c# c% c# ein symbolisches Potenzprodukt 


(3) Ty(4u 4 44) Trl4u An 4) Tryldudn 4,) 


zugeordnet, wobei die Exponenten A;; wieder Formen vom Grade ! — 2 sind, die aus 
den Beziehungen (1) und (2) zu entnehmen sind. Soll die Klasse chcy:cy in k(y) 
zur Hauptklasse werden, so muß die ihr entsprechende Substitution (3) ein Element 
von C(y) sein. Für!=2 ist 
E(y) = {T% 73 Ta 
also muß es in diesem Falle eine Zahl v geben, so daß 
TE T3 Ta = (TE T& TA)". 
Ist 2> 2, so muß das Element (3), wenn es in &(y) liegen soll, sich nach Hilfssatz 3 


VRR FR) 
als symbolisches Potenzprodukt der #7 #422 #423 nd des Elementes Tg; dar- 


stellen lassen. Es müssen also Formen vom Grad ! — 3 existieren: 
gP(A,, 4,, 43), (t, k 1, 2, 3, L En k; ] u i, 2), und g(d,, 4, A,), 


so daß 


(4 „(A Arz(d 4 A Ar’ £ kıl A A x A: +4,2.)00 
Try‘ ) 1a ) Taf tr -H Tan+ ı7 + 4, ,) gik( )+( ız, + 2, + re 


Setzen wir g(Y1, Y2, %) = v, so liefern diese Beziehungen für /=2 unmittelbar, für 
!> 2 nach Hilfssatz 2 das Bestehen der drei Kongruenzen 

hix (Yı, Ya, Y3) r y’- Ol), (1 = k, i + ]; k + J). 
Ordnen wir diese Kongruenzen nach den Größen u,, Us, ls, v, so erhalten wir das folgende 
Kongruenzensystem: 


u Yıya? + 852) + ul Yayı "+ 82) + Uß% +, =) 
u,8% FU Ya HE) Fu Ya +) + 0y, =) 
ul Yıayz ” + 89) + Ug8Hı + Yeah? ts)t try, =lN). 


Dabei verstehen wir unter g{) die Zahl g (Y,, Y. Y3)- 
Soll die Klasse ct: c&: cz: in k(y) in die Hauptklasse übergehen, so muß gelten: 


u] :Ug :u; = Dy(Yı, Ya, Ya) : DalYı, Yo» Y3) : Da(Yı, Ya: Y3)- 
Dabei ist 
DU Yo Yo) =Yosdı  — YasSın + Yardın + YıCanın + YaCasım + Y Cam 
Unter Gl; ;;) werde dabei die aus den Spalten i, i,, j, j, und den Zeilen i, k gebildete 
zweizeilige Unterdeterminante der Determinante |gW) (y,,Y,,%,)| verstanden. Der 
Wert von D,(Y1, Ya, 3) und Dy(Yı, Y, %3) ergibt sich aus D,(Yı, Ya, Y3) durch Index- 
vertauschungen. In k(y) geht genau eine Klasse in die Hauptklasse über, wenn 
D,(y), Da(y), Da(y) nicht gleichzeitig durch / teilbar sind. Die Polynome D;(y,, Ya; %3) 
verschwinden mod. nicht identisch. D,(y) enthält z.B. den Term yi-1y4-1,y4-° mit 
dem Koeffizienten 1. Ebenso verschwindet auch D,(1, %s, Y3) nicht identisch mod. !. 
Betrachten wir die Determinante 
DW, ww, up)» (‚j=1,2, 5), 
gebildet aus den Polynomen D,;(y) für drei verschiedene Körper k(y®), (£ =1, 2, 3). 
Es sei y9 =1, (i=1,2,3)!). Diese Determinante ist ein mod, ! nicht identisch ver- 
schwindendes Polynom in sechs Veränderlichen. Nach Hilfssatz 4 gibt es also Zahlen 
yD, yD, ya, ya, ya, y®, so daß die Determinante eine nicht durch / teilbare Zahl wird. 
Setzen wir nun 


1) Diese Festsetzung wird getroffen, um Lösungen yi = yo =. ..= yo = ((l) zu vermeiden. 


ER FTTEIIETADNRDN N DER 
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uf : uf: ud = DW, pvp) : D,lym, vd, ya) : DW Wa Yp)» 
so sind die drei Klassen 


ei eu a, (i nn 1, 2, 3), 
unabhängig, also als Basisklassen brauchbar. Wir haben somit die Existenz von drei 
Klassen und drei verschiedenen Körpern k(y) nachgewiesen, so daß erstens jeder Körper 
genau eine Klasse in die Hauptklasse führt, und zweitens diese drei Klassen eine Basis 


für die Klassengruppe des Grundkörpers bilden. 
5 4. 


Für allgemeines n > 3 läßt sich der Beweis in der folgenden Weise erbringen !): 
Ist die Klassengruppe in k 
u (sh <[|), 


so ist die zugehörige zweistufige Gruppe von der Form 
G=S75%-.-- mE, (<2<[1]). 
Ein „vollständiges System‘ von Relationen für € sei 


Die Stammrelationen seien 
(1) hy —/II Ti . RR j=41,2..,R), 
die gD(A,, Ag, ...,An) Formen vom Grade ! — 2. 


Dabei werden diese Produkte erstreckt über die ersten % Ziffernpaare ik, welche aus 


17, (i = 2,3... P+3}) ‚ durch zyklische Vertauschung hervorgehen. Auch im fol- 


genden wird diese Numerierung stets vorausgesetzt, wenn nichts anderes hervorgehoben 
wird. 
In k(yı, %3 - - -, Y„) entspricht der Basisklasse c, die Substitution 


I— ıi—2 i—2 i—2 
14 2 yıı 3 Yı Pi Yır+ +«(n—1) 
(2) 2 E25 Dia = Ba or. » | 


Den Basisklassen c,, C3,...,% entsprechen die daraus durch zyklische Vertauschung 
der Indizes hervorgehenden Substitutionen. Daher entspricht jeder Klasse ct cy - - - ci" 
in k(y) eine Substitution 


(3) II 7 


wobei die As(A) Formen vom Grade ! — 2 sind, die aus den Beziehungen (1) und (2) 
hervorgehen. Soll eine Klasse von k in k(y) zur Hauptklasse werden, so muß die ihr 
entsprechende Substitution (3) in &(y) liegen. Es muß also dann für ! =2 Zahlen vw; 
geben, so daß 
re [7 Terre = 
itk+j+i 
Für 2> 2 läßt sich II ra, multipliziert mit einem Potenzprodukt der T.,, 


ik; IL?) FO WP | PRRRRERP RR |) 
Ta mdn...4n) nach Hilfssatz 3 als Potenzprodukt der 7 u A Zi “nr darstellen. 


ı) Für n = 2 ist der Beweis von Satz I und II wesentlich einfacher als für n >2; wir wollen uns daher 
auf diesen letzteren Fall beschränken. 
Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 26 
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Wir setzen q,,(Y1 Ya, -- -»Y,) = V,,;, und erhalten nach Hilfssatz 2 wieder das Bestehen 


\ 


n\ .. 
von | u linearen homogenen Kongruenzen: 


halyı, Ya. 4) — Yızı Yaisıı — Yıra Yan "0 I9ı-ı Yas-ı 
TYrı farrı 7°" TI Mar OL). 


Ordnen wir diese Kongruenzen nach u,, us, ..., u» und den Größen v;s;, so erhalten wir 
das System: 


2 AU) ı AB) ı... k—1) _ı_ —2 _\ golk) 

Wir... TE) ra, Fr u,_, 8% ul Yyarn... “a; 
a ee a ;2 En er. FE ee M 

Ur U. 81: U r2 Yo — rs nn v s3—ı %ı-ı 7 YıraHı Yes 


T VYprra Yır2 Tr. ae od), 





(k a8... E 2 - ). und die sämtlichen aus diesen Kongruenzen durch zyklische 


Vertauschung der Indizes hervorgehenden. 


Die Matrix dieses Systems hat also (5 ) Zeilen und n — (2 


letzten | 2) Spalten nach Hilfssatz 1 nur (" 9 ') linear unabhängig sind, haben wir 


Spalten. Da von den 


zwar formal n — | 2 Unbekannte, um die in die Hauptklasse übergehenden Klassen 


u) 7 


zu bestimmen, doch sind nur n — (" 9 ') = (3) + 1 wesentliche Unbekannte dar- 


u n rn Re 
unter. Sind nicht alle ( 9 )-zeiligen Determinanten der Matrix, die genau n — 1 der ersten 


n Spalten enthalten, mod. ! verschwindende Polynome in den %,, Y3, - - - -, 4, so gibt es 


Körper k(y,. Ya, - - -, Y„), In denen nur je eine Klasse Hauptklasse wird. Wir erhalten u, 
als Linearform 


der Determinanten 4,;, die bei Weglassung der ersten und je x, — " 9 ') = & 2 ') 
der letzten | > Spalten der Matrix hervorgehen. Wir brauchen nur zu zeigen, daß nicht 


sämtliche 4; identisch mod. / verschwinden können. Nach Hilfssatz 4 können wir dann 
den y, und 4, solche Werte erteilen, daß auch u, nicht durch / teilbar wird. Das Ent- 
sprechende gilt natürlich für die weiteren Unbekannten u,, u;,...,4n. Wir zeigen nun 
im folgenden, daß die Determinante 4,, die bei Weglassung der ersten Spalte der Matrix 


und aller jener Spalten unter den letzten € ) die y, nicht enthalten, entsteht, nicht 
identisch verschwindet: 
Die ersten n — 1 Spalten der Determinante 4, nennen wir die „Anfangsspalten‘“, 
. {n —1 ’ Es 
die e M ) letzten die „Endspalten“. In der 7; entsprechenden Zeile (ik) stehen 


in den Anfangsspalten die g%, (7 =2,3,...,r), und in der :-ten Spalte!) außerdem 
der Term 


in der Ak-ten Spalte außerdem der Term 


YarH1....i- wi 


!) Unter der j-ten Spalte wird die zu gg gehörige Anfangsspalte verstanden. 
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Für die Endspalten gilt: 

In jeder Spalte treten außer y, noch zwei weitere y, auf; sonst enthält die Spalte 
lauter Nullen. In der Zeile (ik) kommen, wenn i,k # 1, außer y, nur Nullen vor. Ist 
dagegen ı =1, so treten in der betreffenden Zeile genau n — 2 der y; auf. Wir wollen 4, 
als Summe der :-zeiligen Determinanten, (i =0,1,...,n — 1), darstellen, die sich aus 
den g(9 bilden lassen, mit Koeffizienten, die von den y,,%,, - - -, 4, abhängen. 


Betrachten wir zuerst das von den g() freie Glied von 2 wir erhalten es, indem 
wir alle g@ =0 setzen, als Determinante, deren erste Spalte die folgenden Elemente 
enthält: 


—)— —)g a 
u Yes... 9  Ya3.. ni Yo 05... O 


Die weiteren n — 2 Anfangsspalten sind analog gebaut. Also ist die erste Spalte durch 
Yaa, die zweite durch %Y3,, usw., die (n — 1)-te Spalte durch y,, teilbar, so daß wir aus der 
ganzen Determinante den Faktor y,,,,,, herausheben können, und in dem übrigbleibenden 
Polynom alle y; #y, durch O ersetzen dürfen, da ja y,y,;,=0 (l) gilt. Dann bleiben 
aber in den Anfangsspalten nur die Terme y;? übrig, und zwar so, daß in jeder der n — 1 
Spalten je ein Term 44? steht, und sich die ganze Determinante abgesehen vom Vor- 
zeichen in die Form bringen läßt: 


Ip 0 een 01 
ME u n 
Fa R | n—i1 


| 
) 


Yı ea e=3) 





Das von den “ freie Glied lautet daher 


n—1 
i d—2)(n—i) + 
Go = + Yap. m Vı 7) 


I-1 1-1 i-1 
Wenn wir nun zeigen können, daß außer in G, kein Term y, WE a 


auftritt, dann ist die Behauptung, daß nämlich A, nicht identisch verschwindet, bewiesen. 
Zunächst beweisen wir den folgenden Satz über die Koeffizienten der aus den g) 
gebildeten Unterdeterminanten: 
1. Für k =1,2,...,n —1 verschwinden in 4, die Koeffizienten aller k-zeiligen 


D 5) (" i u 7 
eterminanten der gÖ), j=123...0 


(ha ih) 

I oa. - ul 

Dabei ist j, # j., wenn 0 # o, und die i,, die nicht paarweise verschieden sein müss 

sind aus der Folge 1, j,. . ., }; so gewählt, daß die ;, , keinen Zyklus enthalten. 
2. Der Koeffizient dieser Determinanten ist PER aber 


. 2-4 (", 


); mit Ausnahme der folgenden: 





u u d-2)(n—k—1)+ iz Erg = 
(linden — 41 Pr Y;, Y; Yır Yet. n—k j 
Die Indizes r,, 73, -. ., "nı Sind paarweise verschiedene Zahlen aus der Reihe 2,3,...,n, 
die sämtlich von den Zahlen jy, ja, - - -, j; verschieden sind. 
1) Unter (7 3 % +9 ) wird eine r-zeilige Determinante der Matrix (g{/') verstanden, deren Elemente 
ıYı BaYa--- PrYr 


den Zeilen &,, &,, .. . B,yr in der angegebenen Reihenfolge entnommen sind. 


26* 


‚x, und den Spalten ß,Y,. Bay. - - -, 
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Setzen wir | 
Ös=0, wenn r=#s, 
—=41, wenn r=s, 
so ist 


02 = 2 Öjia 
eh — "ug 
9% = di, 


Wir bringen zunächst den Beweis der Behauptung 2. Wir denken uns die Numerierung 


so gewählt, daß „=a +41, («=1,2,...,k), ist. Wir betrachten also den Koeffizienten 
der Determinante 

( 2 3... k+1 

12 u3...uk-+1)}’ 
wobei die 1, der Folge 4,2,...,k + 1 entnommen sind. 

Wir können aus den Anfangsspalten den Faktor Y,,,;+3,..,. herausheben, 
daher im übrig bleibenden Polynom Y,,9Y443>+--,4, durch Null ersetzen. Ist 
k <n — 2, so enthält die Endspalte v;,„—ı,n nach diesem Prozeß nur mehr das Element 
%,, sonst Nullen. Es ist also der ganze Koeffizient in diesem Falle durch y, teilbar. Ist 
k=n—2 oder n — 1, so gibt es, da n> 3 angenommen wurde, stets eine Zeile (rs), 
r,s #1, die das Element y, und sonst lauter Nullen enthält. Der Koeffizient ist also 
auf jeden Fall durch y, teilbar. Ersetzen wir im nun übrig bleibenden Polynom y,, durch 
Null, so bleiben in den Anfangsspalten nur die mit y-? multiplizierten Terme. Die mit 

Te. 4, multiplizierten Terme verschwinden nämlich, da sie auch den Faktor y,, 
hatten, die mit y4 3, Ya - „4, - multiplizierten sind durch / teilbar wegen des Faktors 
Yaro....n. Also können wir aus den Anfangsspalten noch yf-9#-*-D herausheben 
und die entsprechenden Spalten und Zeilen streichen. Wir erhalten also als Koeffizienten 
+ y@-2@-k-D, multipliziert mit einer Unterdeterminante, die nur aus Endspalten 
besteht. Sind alle „=1,& =2,3,...,k, so liefern diese Endspalten die Determinante 


RE 0|, 
ui er : 
h ey . . . hen ') 
a . . . 2 i 
PERF TTS yıl’ 











Für diesen Fall ist also die Behauptung 2 bereits vollständig bewiesen. Wir müssen daher 
noch den Fall behandeln, daß nicht sämtliche „ =1 sind: 


a) Es si „#1 und 4,-ı =1. 
In diesem Falle lautet die Spalte vi:,c«+1), nicht 
RE 


sondern 


0:..0 ,0:::0 
Es tritt also ein Faktor y, weniger auf, während der Faktor y, hinzukommt. 
b) Es seien einige der von 1 verschiedenen ı, so beschaffen, daß auch i,—ı # 1 ist. 


Wir streichen nun zuerst in der aus den Endspalten bestehenden Unterdeterminante 
die Elemente y, und die entsprechenden Zeilen und Spalten. Ebenso heben wir alle 
jene y,, heraus, für welche ;, 


a 1 Ist, und streichen die dazu gehörigen Zeilen und 
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Spalten. Wir verfahren ebenso, wenn ein „—=2 vorkommt, und auch wenn irgendein 
i„&+14,2 die Eigenschaft hat, daß «+1 nicht auch unter den :, auftritt. Ist dann die 
ganze Determinante erschöpft, so ist Behauptung 2 bereits bewiesen. Andernfalls tritt 
unter den Paaren i„(x-+ 1) bei geeigneter Numerierung ein Zyklus auf. In diesem Fall 
verschwindet die Determinante. | 

Wir führen jetzt den Beweis der Behauptung 4, nämlich, daß die Koeffizienten 
aller anderen Unterdeterminanten identisch verschwinden. 

Wir denken uns auch hier die Numerierung so gewählt, daß die g() den Spalten 


2,3,...,% + 1 entnommen sind. Der Beweis wird in mehreren Schritten erbracht. 
a) Wir zeigen, daß die Determinanten 
( 2 3 .... k+ ') 
I Raus: Al" 
ii #2,3,...,k+1; r,s; beliebig, 


verschwindende Koeffizienten haben. Heben wir nämlich wieder y,,, ,„ und y, aus 


n 
der als Koeffizient auftretenden Determinante heraus und ersetzen wir in der übrig- 


bleibenden Determinante Y,.,, 44,3 -- 4, und y,, durch 0, so verschwindet die An- 
fangsspalte :,. 
b) Nun betrachten wir die Koeffizienten der Unterdeterminanten 
( Biı'B 0% s 


1 2 Ta $9 ... Tk $k 
wobei eine der Zahlen r,,s;, etwa r,+#1,2,...,k +1 sei. Wir heben wieder Y,,,..n 
und 4, heraus und ersetzen dann %,,,Y,;9 „4, und y,, durch 0. It 2<Ss,<sk+1, 


so ist die Endspalte vı,,,, proportional der Anfangsspalte ,.. Da > k-+1 voraus- 
gesetzt ist, enthalten nämlich beide Spalten nur in der Zeile (1r,) ein von Null ver- 
schiedenes Element. Die Determinante verschwindet also in diesem Falle sicherlich. 
Ist schließlich s, > k + 1, so besteht die Spalte vı,,,, aus lauter Nullen. 


Br | DE Fer nz 
r1S5j TaSa.» .. Tk Sk 
5 +1, j=1,2,...,k). 


Kommt unter r;, s; eine Zifler, etwa r,, vor, die nicht in der Reihe 2, 3,...,k +1 ent- 
halten ist, so enthält die Endspalte v,,, nur y,, und zwar in der Zeile (1r,), sonst 


nur Nullen. Sie ist daher der Anfangsspalte r, proportional. Da also der Koeffizient 
in diesem Falle verschwindet, können wir uns auf die Annahme beschränken, daß sämt- 
liche r,;, s; der Folge 2,3,...,%*+ 1 entnommen sind. Die r,s;, (j =1,2,...,k), 
sind dann %k Ziffernpaare, in denen höchstens k verschiedene Ziffern vorkommen. Sie 
enthalten daher bei geeigneter Anordnung der Paare und der Ziffern eines Paares einen 
Zyklus!). Wir wählen die Numerierung so, daß etwa 
TıSı, TaSa, TaSyı HP Ask 

dieser Zyklus sei. Es ist also 

7, =Ss, und 

aaa, j=23:..,Iı. 
Die Endspalten 

Yınsy Mnsyeee Orks 
lauten dann folgendermaßen: 








!) Siehe Ph. Furtwängler, Beweis des Hauptidealsatzes, Hamb. Sem. Abh. 7, S. 34. 
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Zeile |tınz Pina + + + Mrpınoı Purksy 
ir, Y,, Sul 0 — Yry, 
ir, Y 4 0 ’ 
ir 0° —y, 

0 ' 
1 Tu—1 ' " Irk, 0 
1 rx, 0 0 In In, 





Eine Determinante, welche diese k, Spalten enthält, muß identisch verschwinden. 
d) Es bleibt noch zu beweisen, daß die Determinanten 


( 2 3...k+ ') 
1, na: :-: A 
rs; Ssk+l, (=12,...,k), 
immer dann verschwindende Koeffizienten haben, wenn wir die Anordnung der Paare 
und der Ziffern der einzelnen Paare nicht so treffen können, daß 
yaı+i jelL2..u% 

Können wir diese Anordnung nicht erreichen, so muß es einen Index k, <k geben, 
so daß bei geeigneter Numerierung in den Ziffernpaaren 

151, Fasıı - - + Ti, Si, 
höchstens k, verschiedene Ziffern auftreten. Dann muß aber wieder unter diesen k, 
Ziffernpaaren ein Zyklus auftreten. Wir unterscheiden nun die beiden Fälle: 


&) in diesem Zyklus kommt die Ziffer 1 nicht vor. In diesem Falle zeigen wir wie 
bei c), daß der Koeffizient verschwindet. 


ß) die Ziffer 1 kommt in dem Zyklus vor. Der Zyklus laute etwa: 


I Palin rn Ani A 
so daß 


zn, j=23,...,Ke- 
Wir betrachten nun die Endspalten 


Urn (nrere, Vlr,—ırk, 
und erhalten 


Urn [21 ri ee ER U, arm —ı Piry,—ırk, 





ir; Y,, =>... 0 0 

ir, 0 0 0 

0 
0 

1 r.,—2 r . Yr,—ı 0 





Ei | 0 0 . — Yu Yrz, ° 


Eine Determinante, welche diese k, — 2 Spalten enthält, verschwindet ebenfalls. 

Damit ist auch der Beweis der Behauptung 1 erbracht. Um zu zeigen, daß A, 
nicht identisch mod. / verschwindet, haben wir nachzuweisen, daß kein Ausdruck 

Ji Ja --- 1» In oe Q 
(4) L Ih i, Z ati he} A WER 
a-2(n-D+ ("2") 3-1 1-1 i-1 u sn 

mod. / einen Term y, Y %, ''y, enthält, wenn die ], paarweise 
verschieden sind und die „ nur Zahlen der Reihe 1, j,,...,7, sind. Es ist dabei 
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6 
0 a3 +(",')-£ej 


— Lı 2191 . » . 770% 
(li iin Hi Yı Y,, Ya...Mm—k Y;. Yy; Yop: 


+. md = z Öyar- 
Aus der Definition der Zahlen o,; folgt umitteibne. del 
& 4sk—1 
ist. Wir wollen sogar nachweisen, daß das Polynom 4, auch für y, =1 in den Veränder- 


lichen Ya, %3, - - - , 4, nicht identisch mod. / verschwindet. Dazu haben wir zu zeigen, 


daß (4) für y, =1 keinen Term y-! y4-!-- - „=! enthält: 
Die Elemente der Unterdeterminante k-ten Grades 


ar 6 
I uhr u 
sind Formen ! — 2-ten Grades in den Y1,Y%2, - - -,Y„. Für %, =1 hat daher jeder ihrer 


Terme die Gestalt 
d- Yazı "@z2t ... + 097 ... Yanı tan92+ ... tank, 


wo a eine ganze Zahl ist und Z usi-l G=il2..,%8). 
Soll (4) einen Term y5! ys=!- - - 1 enthalten, so muß einmal identisch gelten: 
7 A iii Se +4, k yattaı ra, gt ta, E.. yart@jgı t+a,,2+t + +a%,% 
ie aa a U 


Daraus würde das Bestehen der Gleichungen 


(5) a t+taı ++. +: =l-—1 


Bi ER RR ERTEEE B_E EI BI RI U ESE_ Es RE 


%tAı tagt tayam=i—1 
folgen. Dieses System von Gleichungen führt aber zu einem Widerspruch gegen die 
Beziehungen 


zs0o<sk-—i und 


k 
Zeit 2, (r =1,2,...,k). 


Denn addieren wir die k Gleichungen (5), so ergeben die linken Seiten zufolge der obigen 
Ungleichungen einen Wert 
<Sk—-A+kl-2) =kl-1)—1, 
die rechten Seiten aber ergeben 
kl —1). 

Wir sind also zu einem Widerspruch gelangt, aus dem hervorgeht, daß 4, für 
y, =1 nur einen Term ya-!yi=!-- - y4-! enthält, also nicht identisch verschwindet. 

Wir hatten früher die Exponenten u,, Us, ... . , Un der im Körper k(y) in die Haupt- 
klasse übergehenden Klassen ci ce... cha als Polynome in den %,,%,, - - ., y, dargestellt, 
und zwar können wir 

u,(Yı, Yn+++; Yu) AR 4,4, r LPZAP . tale x a And, 

setzen, wobei A; diejenige Determinante sei, die entsteht, wenn man die erste Spalte 
der Matrix des Gleichungssystems wegläßt und nur diejenigen der letzten () Spalten 


heranzieht, die das Element 4; enthalten !). u,, u,,... , un lassen sich analog darstellen. 





| 2 Aus dem Beweise des Hilfssatzes 1 geht hervor, daß wir bereits mit diesen n Determinanten A; auskommen. 





u,(Y,» .. Y,_ ui 1 Y;r , Y ) = G,, (Y, ...- Y,_» Yin ...- y,) 
u, 1-44 b Yun my) = G,_1(Y1 +++ Y,_ Ya Yu) 
u .(Yı» Y_ı bYunHy)EtNnN Yayııa u rt, Ye Hd 
u +19, ...2. Y,_» L, Y;r1 ... y„) = G,,,,(% ...- Y;,_ı» Y;ı1 ...- y,)i 
u.(Y,; ... Y,_ı» 1, Y;r1 ...- y,) = G,, (Y, ... Y,_» Y;;1» .. + YyyU) 
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Man erkennt leicht, daß 4,, (( #1), aus 4; hervorgeht, wenn man erstens nur die- 
jenigen Unterdeterminanten 

Bi la ++ - r 

lı br... u 


heranzieht, die eine Spalte 7 =: enthalten, un. wenn man zweitens in den als Koef- 
fizienten auftretenden Polynomen GÜ4,.&.:: 7%, stets y, an Stelle von y, setzt. Aus 
der ersten Aussage folgt insbesondere, daß das von den g“) freie Glied bei A, iden- 


tisch mod. verschwindet. nn analogen Entwicklungen gelten natürlich für u,, u;, ..., Un. 
Setzen wir etwa 


us(Yyı, Ya --- > Y,) Be ); A ® hg Ay nA a In An, 
wobei A” jene Determinante ist, die bei Streichung der zweiten Spalte der Matrix 
entsteht, wenn außerdem von den letzten (3 Spalten nur diejenigen beibehalten 


werden, die das Element y; enthalten, so folgt aus den obigen Entwicklungen, daß 


2 für y, =1 keinen Term e ww . Bu enthält. 
Für „=1ll), ,=lll, „=, =---=„=0(l), gilt daher: 
u,(1, Ya. n Y ‚= +#” Er w7 u + G 1(%s» Ya y,) (2) 
us(l, YUm-++,; Y,) == G12(Ys, Yy-+» Y„) (2) 
u(l, YUmn+++; Y) == Gin(Ys, Ya +++ Yu) (2). 


Die Gy; (Ys Y3--,%n» 7=1,2,...,7n), bedeuten dabei Polynome in %s, Y3, - - -, Yn; 
die keinen Term yi!y3=!.- - „4! enthalten. Ebenso gilt allgemein: 


Die Determinante 


(6) BURN UE Em LU Fe Eee SZ 
enthält daher einen einzigen Term 


ii VOYD ya yayı, 


Sıe verschwindet also nicht identisch mod. /!. Nach Hilfssatz 4 gibt es folglich n Systeme 
von Zahlen 


m, Yan... YD 1, yNn- .. yo, (7 =1,2,...,n), 
so daß (6) einen nicht durch / teilbaren Wert annimmt. In jedem der n Körper 
KW A hy), y=1,2,...,n), wird dann genau eine Klasse 
Hauptklasse, derart, daß diese n Klassen eine Dosis für das Klassensystem des Grund- 
körpers bilden. Damit ist der Beweis von Satz II und somit auch von Satz I erbracht. 


Ss. 

Es lassen sich zweistufige Gruppen & = S}' 5? -: "EC, ((O <x <I), angeben, 
welche die in Satz I genannte Bedingung nicht erfüllen und trotzdem die Eigenschaft 
haben, daß für jeden Grundkörper k, welcher die betreffende Gruppe als Relativgruppe 
des zweiten Klassenkörpers besitzt, der Hauptidealsatz in verschärfter Form gilt. Ob 
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diese Gruppen aber tatsächlich als Relativgruppen zweiter Klassenkörper auftreten, ist 
nicht entschieden. Man kann daher noch nicht sagen, ob die in Satz I angeführte 
Bedingung nur hinreichend oder auch notwendig ist. 

Während für 2 =2 der Hauptidealsatz für jeden Grundkörper in der verschärften 
Form gilt, ist dies für 2> 2 nicht immer der Fall. Ein Beispiel dafür liefert die zwei- 


stufige Gruppe 
&=S1'Sz' TR, (<< <3), 


mit den Relationen 
(1) SI 55 5,8, =Ta, 8: == 1m, Ss=E. 


Aus den Beziehungen 
sr _ Tr” ik =1,2,...]), 


i ’ 
folgt, daß 
| Ti =E und T% =T%=E. 
Ist k ein Zahlkörper mit der Klassengruppe 
a 0<u<{), 


und ist die Relativgruppe des zweiten Klassenkörpers in bezug auf k von der obigen 
Struktur, so kann in keinem unverzweigten relativ zyklischen Oberkörper von k vom 
Relativgrad 2 eine Klasse ce, c», (O <u,<l), in die Hauptklasse übergehen. Dieses 
gruppentheoretische Gegenbeispiel hat natürlich erst dann Bedeutung für die Theorie 
der algebraischen Zahlkörper, wenn es einen Grundkörper k gibt, dessen zweiter Klassen- 
körper die betreffende Relativgruppe in bezug auf den Grundkörper besitzt. Die 
Kenntnis eines Körpers mit der Klassengruppe cd}: c#, (0 S x, < 3), dessen zweiter Klassen- 
körper diese Relativgruppe besitzt, verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn 
A. Scholz: 

Unter K%(p,! Primzahlen) werde der Unterkörper /-ten Grades des Körpers 
der p-ten Einheitswurzeln verstanden. Bekanntlich hat jeder X% eine zu / teilerfremde 
Klassenzahl. Der Körper K® — K?y - Kies besitzt vier Unterkörper dritten Grades, 
nämlich Kis, Fin und zwei weitere Körper, die wir mit Kio. 1129 und Ki. 1120 bezeichnen 
wollen. Jeder dieser beiden Körper hat die Eigenschaft, daß sein zweiter Klassenkörper 
die Gruppe mit den Relationen (1) als Relativgruppe besitzt. Denn K? ist unverzweigt 
über Kin. um also ist auch der Klassenkörper X von K® ein unverzweigter Oberkörper 
von Kjs. 1120. Die Primzahlen 49 und 1129 sind außerdem so gewählt, daß K die folgende 


zweistufige Gruppe über A(1) hat: 
9=RTRC, 0<sı<3. 
Dabei gilt für die Kommutatorgruppe ©: 
Ri'Rz'RıRs=Qu, Qi +E, Ge" =E, QU=-E, R=R=E. 

9 enthält die Untergruppe 

& ={Rı R, (ıs, u). 
Setzen wir 

RR, =S,, (=, ru =Tj, 


so erkennen wir, daß © die Relationen (1) besitzt. Der Unterkörper Kis.ıg von K, 
der zu © gehört, besitzt also einen unverzweigten, relativ zweistufigen Oberkörper, 
dessen Relativgruppe die Relationen (1) hat. Die Gruppe ® besitzt notwendig die 
Relationen 


Te =T3 =T8=E. 


Journal für Mathematik. Bd. 168, Heft 4. 


IV 
=) 
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Ihre Kommutatorgruppe ist daher bereits von maximaler Ausdehnung, und das bedeutet, 
daß K schon der volle zweite Klassenkörper von k= Kjs.ı120 ist, wenn K den ersten 
Klassenkörper von k enthält, und das folgt wieder daraus, daß K selbst der erste 
Klassenkörper des k enthaltenden, in bezug auf k relativ abelschen Körpers Kis- Kin 
ist. — Damit der Klassenkörper von K7 K} die Gruppe $ in bezug auf R(1) besitzt, 
ist notwendig und hinreichend, daß die Grundeinheit e, des kubischen Körpers K: 
kubischer Rest mod. g ist und daß die Grundeinheit e, von K7 den gleichen, nichtkubischen 
Restcharakter für alle drei Primteiler von p hat!). Diese Bedingung ist für p =19, 
q = 1129 tatsächlich erfüllt. 

Eine Aussage über die Möglichkeit gruppentheoretischer Gegenbeispiele gegen die 
Verschärfung des Hauptidealsatzes liefert der folgende 

Satz III. Für jede natürliche Zahl n und jede ungerade Primzahl 1 läßt sich eine 
zweistufige Gruppe 

= SF: SC, (<2<I), 

angeben, so daß für jeden Grundkörper, dessen zweiter Klassenkörper die Relativgruppe © 
hat, der Hauptidealsatz nicht in der verschärften Fassung besteht. 


Beweis. Wir gelangen zu einer solchen Gruppe, wenn wir die folgenden Stamm- 
relationen annehmen: 


:=Ty 
5 =E 
S=E 


Weiter werde über die Gruppe vorausgesetzt, daß sie das folgende „vollstän- 
dige System‘ von Relationen besitze: 


T% T; I% =E, 
PET um, 
ga _ Tit&t +8 
Tu =E, 
Tat > = 
It a or, (<<), die Klassengruppe von k, so entspricht c, im Körper k(y) 
die Substitution 
1444 2yıı al— 2, nn; 1 
2 T 3 .. Tin ” 


und es könnte eine Klasse c,c#--- im nur in einem solchen Körper k(y,, Ya; - - -, Yn) 

Hauptklasse werden, für den y,=%=0 (l) ist. Wir betrachten einen solchen durch 
Yıat try m=tl) 

bestimmten Oberkörper und wählen die Numerierung 80, daß y; =0(l) sei. In diesem 


Körper entspricht der Klasse c, die Substitution ., der Klasse c, die Substitution 


=; jeder Klasse c,, i> 2, das Element ee: . Da kein Element HA Tas *% in der zu- 


0<u<i 


gehörigen Gruppe €&(y) liegt, kann also keine Klasse c,c#---c“» in k(y) in der Haupt- 
klasse liegen, womit Satz III bewiesen ist. 





!) Siehe A. Scholz, Heidelberger Akademie-Berichte 1930, Über das Verhältnis von Idealklassen- und Ein- 
heitengruppe in Abelschen Körpern von Primzahlpotenzgrad. 





Eingegangen 23. November 1931. 
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Zur Transzendenz von e”*). 


Von J. F. Koksma in Hilversum (Niederlande) und J. Popken in Smilde (Niederlande). 





Bekanntlich hat Herr A. Gelfond !) bewiesen, daß die Zahl e* transzendent ist. 
Wie wir in dieser Abhandlung zeigen, reicht die Gelfondsche Methode nicht nur aus die 
Transzendenz von e* zu beweisen, sondern sie liefert auch ein Resultat über das Trans- 
zendenzmaß dieser Zahl. Wir beweisen nämlich folgenden 

Satz. Bezeichnet e eine positive Zahl, 


(1) B(z) =b, +b,2 +: +5,80 
ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das nicht identisch verschwindet, und ist 
(2) B= Max (|b,|,3), 
yv=0,1,..,9 
so gibt es eine nur von g und e abhängige positive Zahl C, derart daß 
BE. \ A 
(3) |B(er)|> CB" "ioeweB 


ıst. 

Bemerkung 1. Wir werden sogar einen allgemeineren Satz beweisen, der den vorigen 
als Spezialfall enthält. Wir zeigen nämlich, daß dieser Satz bestehen bleibt, wenn B(z) 
ein nicht identisch verschwindendes Polynom ist mit Koeffizienten b,, die ganze Zahlen 
im Gaußschen Körper K(:) sind, während B wieder durch (2) definiert ist. 

Bemerkung 2. Es sei ® eine beliebige algebraische Zahl, die der irreduziblen Glei- 


chung mit ganzen rationalen Koeffizienten 
Bea) =b, +br + +60 =0, (dd...) =1?) 
genügt; die durch (2) dargestellte Zahl B heiße die Höhe von 9°). Wir zeigen am Schluß 


der Abhandlung, daß man den Satz auf die folgende Gestalt bringen kann: 
Ist e eine positive Zahl, 6 eine algebraische Zahl vom Grade g und von der Höhe B, so 


gibt es eine nur von g und e abhängige positive Zahl C, derart daß 


NE | 
(4) lee — 81> Ce" iosiogB 


ist. 
Bemerkung 3. In einer älteren (nicht publizierten) Fassung dieser Abhandlung 


fanden wir ein schwächeres Ergebnis. Statt (3) wurde gefunden 
log B 


(5) |B(e*)| > CB" oelos®, 


*) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanken wir Herrn E. Landau, dem wir an dieser Stelle herz- 


lich Dank sagen. 
1!) A. Gelfond, C. R. 189 (1929), S. 1224. 
2) Mit (b,, d,, . . .,dy) wird der größte gemeinsame Teiler von b,, d,, - - -, dz gemeint. 
®) Vgl. C. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschrift 10 (1921), S. 178. 


27° 
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wo u und C nicht näher angegebene nur von g abhängige positive Zahlen bedeuten. 
Herr C.L. Siegel teilte uns brieflich eine andere Methode als die unsrige mit, um aus den 
Hilfssätzen 8 und 9 den Satz herzuleiten. Diese Methode gestattete, die Zahl u (und zwar 
unabhängig von g) zu bestimmen. Mit freundlicher Genehmigung von Herrn Siegel 
haben wir in der letzten Hälfte der Abhandlung von seiner Methode Gebrauch gemacht. 
Bei der Durchführung wurde in (5) dann u =4 + e gefunden. 

Bemerkung 4. Die Methode unserer Arbeit ist allgemeiner auch anwendbar, 
wenn man statt ee = (— 4): eine Zahl der Gestalt a* betrachtet, wo a ganz-algebra- 
isch #0 und #14 ist, und & eine quadratische Irrationalzahl ist. 

Wir schicken dem Beweise des Satzes 13 Hilfssätze voran. In der Folge seien 
Cor 1; 2, .-. die ganzen Zahlen des Gaußschen Körpers. Diese Zahlen seien nach stei- 
gender Norm und, bei demselben Absolutbetrag, nach steigendem Argument angeordnet; 
also &, =0, &, =1, {, =ı usw. 

Weiter setzen wir für n >20 


(6) Fa@) = (e - 6) 
und überdies 
m | 9(0,0) =1, i 
m An) =Frl)=OG&-%) n2zlr=01,...n). 
ur 


Hilfssatz 1. Seien K, und K, zwei Kreise in der Gaußschen Ebene vom gleichen 
Radius rZ}%. Bezeichnet A, die Anzahl der Gitterpunkte in K, und A, die Anzahl der 
Gitterpunkte in K,, wobei man Güterpunkte auf dem Rande nach Belieben miütrechnen oder 
weglassen kann, dann ist 


(8) |A, — A,| < 19r 
und fürrz} 
(9) a(r —3)? sA,Sa(r + 3)? (a =1, 2). 


Beweis. Wir unterscheiden zwei verschiedene Fälle. 


1. Es sı 3 sr<3$. Jeden der Kreise X, und X, umschließen wir mit einem 
den Koordinatenachsen parallel gerichteten Quadrat von der Kantenlänge 3, das den 
betrefienden Kreis ganz in seinem Innern enthält. Weil es im Innern jedes der beiden 
Quadrate höchstens 9 Gitterpunkte gibt, gilt folglich 


A,<s9, A,<S9, also |A,—4A,|<9<Agr. 


2. Es sei r>3$. Man kann wegen Y2 <$ um den Mittelpunkt jedes der beiden 
Kreise X, und Ä, zwei Kreise zeichnen mit den Radien 


r+yY2 und r-Y3; 


in dieser Weise finden wir nach bekannten Überlegungen, wobei jedem Gitterpunkt 
ein Quadrat zugeordnet wird, 


ar -I3? <salr - VRR SA<Sar+Y2 sat? (o=1,2), 
womit (9) bewiesen ist. Außerdem folgt hieraus 
4, — A,| Saflr +4)? — alr — 3)? =6ar < 19T. 


Hiermit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Hilfssatz 2%). Es gibt ein c, <1, so daß 





*) Die Zahlen c,, &, . . ., Cs bezeichnen in der Folge stets positive absolute Konstanten. 
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. 5 (10) can < in! <Yn (n>0) 
ist. 

Beweis. Wir unterscheiden zwei verschiedene Fälle. 

1. Es sı Osn sA14A. Dann ist 





|ol=0 sy0, 
ıl=lal=-15|=-|14l=1 syi, 
öl=1äal=|1%l=181=V2 8 V5, 
[&l = I&1ol = dl = ICel = 2 <y9, 
| 4 (&ısl = I&ual -=y5 <y13. 
2. Es sei n> 14 und K ein Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius |{„|. Nach Defi- 


nition von £„ liegen im Inneren und auf einem gewissen Teil dieses Kreises n Gitterpunkte. 
Wir können deshalb Formel (9) von Hilfssatz 1 anwenden mit 


oe=1, K,=K, r=|4ul2V5>3, Ay=n; 
folglich 
(| -3’ sensali| + 3°, 


n 3 n 3 
V2-3susy2+3: 


bei geeignetem c, <1 gilt folglich wegen Yn > 1,7 und n 2 45 
n Yn 3 un (? 3 4 . 
< Ft — bo:z) m 
an SsiulSs 7 t gg Ver <Vr 5t5% Vn. 
Mit Rücksicht auf Fall 1 folgt hieraus bei geeignetem c, <c, die Ungleichung (10), 


so daß Hilfssatz 2 hiermit bewiesen ist. 
Hüfssatz 3. Es ist fürn 21 


(11) g3 rlogn—c,n < lo(n, 0)! < ehren 
wo @(n,0) durch (7) definiert ist. 
Beweis. Aus (7) folgt wegen {, =0 


Ion, 0)| = IT |2.l. 


also 


Nach (10) ist also 

cıYn! s |p(n,0)| < (Yn)". 
Bekanntlich ist aber 
| nilzmre", 
folglich gilt 
i edrlogn— 3 + nlogeı < Ip(n, 0)! < a 
1 so daß Hilfssatz 3 mit 

G=}+-—loge, 

bewiesen ist (man beachte c, < 14). 


Hüfssatz 4. Es sei y +0 irgendeine ganze Zahl aus K(i), g(n, v, y) fürO <S» <n 


(rn >41) die Anzahl der durch y teilbaren Zahlen unter den n Faktoren t, — {„in g(n, v). 
Dann ist 


(12) g(n, v,y) =0 für IYi> 21%! 





3 


und 
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In 
(13) Istn, 9) = 80,91 < 19. 
Beweis. Zu (12). Aus der Definition von /, folgt | 
&-4ls2lul<Irl (Sr<Sn0<u<n), 


Hieraus folgt sogleich (12). 
Zu (13). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir setzen 


(14) rI=s2 ll; 
andernfalls ist (13) eine triviale Folge von (12). Wegen der Definition von g(n, », y) 
und o(n, v) ist die Anzahl der Z, mit der Eigenschaft 

(15) 5—L,=0 (mod y) ((<u<sn) 
für jedes feste » (OS»Sn) gleich 1 + g(n, v, y). 

Aus (15) folgt, daß es eine ganze Zahl &£ in K(i) gibt mit 


u. -u=%, 
also 
y—L4l=14| Ss Il, 
oder 
L, |&n| 
16 u ee 
vr. e-2|= 5 





Jede Lösung Z, von (15) gibt also einen Gitterpunkt £ innerhalb oder auf dem Rande 
des Kreises, der durch (16) dargestellt wird, wenn £ als Variable betrachtet wird. Um- 
gekehrt gibt jede Lösung £ von (16) mit Ausnahme einer gewissen Anzahl auf dem Rande 
eine Lösung 


von (15). 

Hieraus folgt, daß die Anzahl 1 + g(n, v,y) der Lösungen {, von (15) gleich der 
Anzahl der Gitterpunkte ist, die innerhalb oder auf einem gewissen Teil des Randes von 
(16) liegen. 

Wir wenden jetzt Hilfssatz 1 an und verstehen dabei unter X, den ur nz 
Ion 


» = Q und unter Ä, den Kreis (16) mit beliebigem v(O<s»<n). Dannistr = FIEPR 





wegen (14). 
Hilfssatz 1 lehrt uns also 


Ay — Aa] = ig(n, 0, y) — g(n, v, y)| <19r = 19 Er! 


vl’ 
womit (13) und damit Hilfssatz 4 vollständig bewiesen ist. 
Hifssatz 5. Füruz2 ist die über alle (gewöhnlichen) Primzahlen p S u erstreckte 
Summe 


log p 5 
(17) P3 —<alu. 
pzu Vp V 
Beweis. Bekanntlich 5) ist für A > 1, wenn p, die h-te Primzahl bezeichnet, 
Gshlogh<p, <cehlogh, 





also 











log p, _log (chlogh) logcs + logh-+ log log h | /log h 
—< “ann — BT Gl 77; 

Vpr Vehlog h V csVhYlog h h 
mit geeignetem c,, das wir > ” wählen können. 


5) Vgl. etwa E. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie I, Satz 113, S. 68. 





we; 


F 


ul 


ge 


u 


rm u 
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Bezeichne x(u) die Anzahl der Primzahlen S u, dann ist also 


(u) R 
Zze- Be log pr je ing? 4- PR _. < log u Pi 
a | Vp, y2 h=2 


wegen _ <@YVlog2<= c,Ylog u; hierin ist bekanntlich ®) 
u 
a) <a; log u u' 


Man hat also 


<2c,Ylog u rd Yu. 


Hiermit ist Hilfssatz 5 mit c, = 2c,Vc, bewiesen. 
Hilfssatz 6. Wir bezeichnen mit o eine Primzahl im Gaußschen Körper K(i) mit 


R(e)>0, J(e)=Z0°). 


FürnZ1 sei 
Kr \önl | 
(18) on)=/[ et mu, 
lels2n| 
und für0O SvSn(n 21) set 
_ P(n, 0) 
(19) x(n, v) sin o(n, y) w(n) 
gesetzt, wo g(n, v) durch (7) definiert ist. Unter diesen Voraussetzungen gilt 
(20) y(n, v) ist ganz in K(i) (=0,..,R), 
(21) x(n, v)/w®(n) ®*) (=0,...%) 
und 
(22) lo(n)| <ew n>1). 


Beweis. Zu (20). Wegen der Definition von g(n, ») in (7) und der Definition 
von g(n, v,y) in Hilfssatz 4 gilt für v„=0,1,...,n 
z o(n,», e%) 


(23) an,v)=en,»)]/] oe 
jels2leml 


wo e(n, v) eine geeignet gewählte Einheit des Körpers K(i) ist. Wir beachten noch, 
daß nach (12) von Hilfssatz 4 die Reihe 3 im rechten Glied von (23) nach endlich vielen 


Summanden abbricht. 
Setzen wir 


(24) In, », 0) = e2 (g(n, v, 0”) — g(n, 0, o”)), 


®) Vgl. etwa E. Landau, loc. eit., Satz 112, S. 66. 

”) Für reelles a bezeichnet [a] die größte ganze Zahl < a. 

®) Mit R(o) bezeichnen wir den Realteil, mit J(o) den Imaginärteil von o. 
84) a/b bedeutet „a teilt 5“; a/b „a teilt 5 nicht“. 
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so folgt aus (23) | i alsc 
p(n,0) _ e(n,0) ei wa 
= 0 . 2 pe 
pin, ») en, v) es 2 Fo. 
Deshalb folgt aus (19) und (18) a alse 
BETTER In! & 
(25) x(n, y) = e(n,0) Knnet [»0 lel— A 
EN, 9) [eisen 
Durch Anwendung von Hilfssatz 4 finden wir aus (13) und (24) 
1 ICn| ” 
26 Un, v,o)| S19 |, —— — 19 . B 
(26) Iin, », e)| € Tr el —1 |" 


Da wegen (24) fürO <»<n die Zahl /(n, »v, e) ganz rational ist, geht aus (25) und (26) 
hervor, daß x(n, v) eine ganze Zahl in K(i) ist. 
Zu (21). Aus (25) und (18) folgt 
27) w*(n) A e(n, v) Kn,v,0)+ [1 a). ; e 
an, »)  E(n, 0) fern | 
mit Rücksicht auf (26) schließen wir also, daß die rechte Seite von (27) eine ganze Zahl 











in K(i) ist, also daß (21) gilt. i pr 
Zu (22). Aus (18) geht 8 
ml Fi 
on) < /7 lei" wi Em 
lels2]in| | 
hervor; nach Hilfssatz 2 gilt also 
n log Iel ewYn os je! 

(28) lo(n)| Se \nzamllı < "een ed R. 
Bekanntlich®) besteht zwischen unseren Körperprimzahlen o(R(e) > 0, J(e) 0) und 
den gewöhnlichen Primzahlen p eine Korrespondenz, so daß jedem o nur eine Primzahl p | 
und jedem p höchstens zwei Zahlen o entsprechen, und zwar gilt dabei für je zwei korre- h; D: 
spondierende Zahlen oe und p a 

Vpr<iel sp. —“ 
Aus (28) folgt also N 
fıyn & log p iS al 
\o(n)| <e rm’. a 
Wir wenden jetzt Hilfssatz 5 an mit u=4n; wegen n>21 ist u>24. Formel (17) 
lehrt uns dann 
lo{n)| < ema- ern = en, Bi 
womit Hilfssatz 6 vollständig bewiesen ist. ud 

Hifssatz 7%). Wird F,„(z) für n=0 durch (6) definiert, und wird außerdem e 
gesetzt, so güt fürs 0 und für beliebige zunda (ce #2, 2 =L4,(v=0,1,...,n)) ; N 

*ı F.-ı(2) 1 F,(z) 8 

(30) - 1 - Fa a 

o=0 Fs(&) I —2 Fı(z) r 
Beweis. Für o >0 ist 4 


EEE: RER 1. BER. 


3 <—L, 








z—[l, —2' 





9) Vgl. etwa E. Landau, loc. eit. III, Satz 598, S. 12. 
»%) Dieser Hilfssatz ist bekannt aus der Theorie der Newtonschen Interpolationsreihe, ebenso wie 
gewisse Teile des Beweises des folgenden Hilfssatzes. 





Fer RE RER NE i 


ae A 
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also wegen (6) und (29) 











F,-ı(2) ‚ 1 u F,-ı(2z) (2 Fur Le) F.-ı(2) ‚ 1 Bm F,-ı(2) 4 F(z) i 
F,-ı(&) z—-2 (% —&)Fe-ı(2) (—L.)Fo-ıl2) 2° — 2 F,(x) F,(2) z —z’ 


also 





"Fo-ı@) _ 1 Fa-ı() _ Fol) 
2 Fix) z- {7 F,-ı(@) F Fi] 
__1 $F-ık@) _ Fı@) If, _Fı@) 
ee - Keil” ZN y h 
wegen (29); hiermit ist Hilfssatz 7 bewiesen. 
Hüfssatz 8. Wird fürn 0 














= er:v 
(31) A,= 2 gr 
gesetzt, so gelten folgende Behauptungen: 
Fürn Z4 ist 
(32) | An| < e-rlogntat1n, 


Für jede Zahl Ai <A 2) gibt es eine nur von A abhängige positive Zahl 1 > 4, so daß 
für jede natürliche Zahl h 2 cı im Intervall 
(33) hszsnsih 


mindestens ein n liegt mit 
3—1 


(34) A.|>e 2 
Beweis. Wir bezeichnen mit Ä,„ einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und mit dem 
Radius 


jr 


(35) r = Max (n, 4). 
Dann gilt fürO sn <4 
(36) | In | <Fr, 


und für n 24, wegen (10), 
r=n22/n 22|u|>|ül; 
also gilt (36) allgemein fürn >0. 
Alle Pole der Funktion 
es 
F,(@) 
liegen deshalb wegen (6) im Innern des Kreises X„. Wegen (6) und (7) hat man nach 
dem Residuensatz also 





(n 0) 

















. er 5 eriv 
mi a A mu rn 
Man hat also nach (31) 
(37) An ni nn a ® (n = 0) 
Zu (32). Jetzt 2 r—nzA. Pe 37) folgt A (6) 
1 1 er 
0 1a a Saal Sneak am | 
2mi,) Fat) | 2m) Fat) 172m nMin Ile — & 


Wir beachten, daß wegen (10) und n >24 gilt 
Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 28 
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Min 2 - | > (n - "> (n—-Yn" > (*). 


Aus (38) geht also hervor 
n 
| An | s en. (2) < e-rlogn+(at1)n. 


wegen 2 <e, womit (32) bewiesen ist. 
Zu (34). Aus (37) folgt für jede ganze rationale Zahl s> 0, mit Rücksicht auf 


[=J für sen, 


En K; 
22 Fn-ı(2) — je F„-ı(2) 
Ar Bde m) Fe Ta) de Ne = N) ar. 
Nach Hilfssatz 7 mit n statt o en wir also 
D! AnFa-ı(2) — Mi RM (1 15 se) dx 
n=0 














am. —2 F,(x) 
er e- RS F,(z) 
ni, ge 2ni, une 


Nach dem Residuensatz ist für |z2| < Max (s, 4) das erste Integral gleich e*. Wir haben 
also für s>0 und |z| < Max (s, 4) 

. - _ Fl) J 
em re a Er "m )e- Ar 


Es sei jetzt A eine natürliche Zahl mit 

h>4 also [Al =Z4, 
wenn A eine beliebige Zahl mit1 <A s2 ist. Aus (39) mit s = [Ah] folgt durch h-malige 
Differentiation nach z (man beachte dabei, daß F„-ı(z) ein Polynom vom Grade n ist) 


m m (z) F 
uk e IA Fn=ı(2) - > (*) ei dr" Jan® 


m=0 


dx !9). 
































- 7 h! Fim(2) (h—m)le®m 
mlih -m)l 2mi „I (e- 2)" Fun) 
für |z| <4; also pr für z= (0 und 5 >4 
n) AI PRO) 1 er 
(40) [m — SA, Fr-1(0)) <y mi J Bet 
[AA] 
Nach Definition von F,(z) ist 
1)! n—m+1 
ı FO) < (rn + „nmt 
(n + 1)! (Yayıet (m <n-+i) 
Sm -m+ijl u 


(der letzte Schritt wegen (10)). 
Für n = [Ah] und m s [Ah] folgt hieraus 
(LAR) + A) 
Am 


10) Durch Abschätzung des Restgliedes kann man sogar beweisen, daß e” = - 54, F,„_,(2) ist, was die 
bekannte Entwicklung der Funktion e” nach der Newtonschen Interpolationsreihe” it. 





| Fi 30) S, 





© 
er 
# 
Ss 
Be: 
A 
# 
% 


& 
ke 
723 
ra 
N 


; on R h a a a A 
TEN Bra RAR EYE NER RER SE NEUE Tr ALERT Dh ER ERRTEEN EE UN ERTE 


a EN RT | Beer Be 


TEEN z kr . RR RETTET 








als 


N: 


al: 








ıf 





FREE RN EEE nk 


FERNE 


a rer. 


Koksma und Popken, Zur Transzendenz von e”. 219 


also wegen A sS2 


([Ah] + 1)! ıh,tan— Im 
(42) I Fe a0) Sam men ante, 


Nach Definition von F,„(z) ist weiter für |z] = [Ah] mit Rücksicht auf (10) 
[AA] 


|Fan(z)| = [Ar] T\z — 5] > [ARltaR] — VERY”, 
v1] 
also wegen [Ah]z24 und1</=s2 


(43) |Fanl)| Z [Ah] 





Ah gr 


Ih [AA] E- 
E ai > — >ıh 


Nach der Definition im Anfang dieses Beweises hat Kr] wegen Ah>hZ=4 den Radius 
[Ah]. Aus (43) er deshalb fürO sm <A, Pag 1<isS2, 


elAhlr 
u er np 





> Emo ug zz 2rt m ar] 


(44) 


eias+ 1)A 
. nt 1)kA—m 








' 


Aus (40), (42) und (44) folgt für h> 4 


[AA] eAr+1)h 


h) hl ([Ah] + 1)! „h ih-4+m BE > 
” = 2 An Fnı(0) sy; mi m er arme 








h a 
nr han onh+ data gr (AR) + N)! m 
ER e < mit] m+ ij" 


< pet a-a+DaH 4 glich (+ yyamrı 





wegen m<sh und mit ca=ca-+ 2(2 + 1), also 


wegen A S2. 


&u \A 

Da (=) bei festem A(1 <A =<2) für > nach Null strebt, gibt es eine nur 
h2 

von A abhängige positive Zahl ci > 4, derart daß für gs natürliche Zahl A > ci 

[AA] 


= An FR1(0) ‘E 





ist, also 
‚ [AA] 
| » (| 
2 An Fa-ı(0) | > 2 
Im Intervall Ä 
hsnsih (kh> co) 


gibt es folglich wenigstens einen Wert n mit 


h 4 
An FR (0)| 2 PR EN 





G 
2([Ah] — h+ 1) 7” 2(h +41)” Si Be 
wegen 1<A<s2, A>4undh<n. 
Formel (41) mit h statt m und n — 1 statt n ergibt deshalb 


n—h 
nz 1) ? 
m. er 


[Anl — 
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also wegen hsn<s Ah und nn! sn" 


1 A m nlogn 


|An!> 








n"n ? 
womit (34) und also Hilfssatz 8 bewiesen ist. 
Hilfssatz 9. Jeder natürlichen Zahl n kann man ein Polynom mü ganzen Koeffi- 
zienten in K(1i) 


(45) Aa) =, +aCH+ + Am, aM 
von einem Grade m, mit 

(46) m, Ss 2[Yn] = m 
zuordnen mit folgenden Eigenschaften: 

Es ist 

(47) la„| < ef (u=0,1,2,...,m,). 
Ist A irgendeine Zahl im Intervall 1 <A 2, so gibt es eine nur von A abhängige positive E 
Zahl ci > 4, derart daß für jede natürliche Zahl h>cı im Intervall s 

h<n<ih : 

wenigstens ein n liegt mit 

(48) az rlogn— en < 1 A,(e)] m — 


wo c„ die Konstante aus Hulfssatz 3 ist. 
Beweis. Wir setzen 


(49) A,(x) = 2(- 17%) „in, vlt Ren 


wo x(n, v) durch (19) definiert ist. Die Zahlen J(£,) und AR(£,) sind ganz rational, 
während nach (10) |&,]| SY» SYn, also |(R(&,)| S [Yr] ist. A,„(x) ist folglich ein 
Polynom von einem Grade Ss 2[Vn)]. 

Nach Hilfssatz 6 ist x(n, v) ganz im Körper K(:i); nach den Formeln (21) und 
(22) desselben Hilfssatzes gilt außerdem 





Ix(n, v)| < |o%{n)| < er; h 

aus (45) und (49) folgt deshalb 4 
Il <Z&|xzn,v)) <m+N)e®m, (u=0,4,...,m), h 

so daß (47) mit c,; = 26, + 1 bewiesen ist. ri 
Nach (49) ist a 

n n 4 

Anle*) = Zero) y{n, v)erValtaRte) = eavnl Forte yin, »), 5 

v_ E ‘ 

so daß aus (19) von Hilfssatz 6 und (34) von Hilfssatz 8 folgt: . 
- iv & 

(50) Anler) = etMlo(n) pin, 0) I’, = e""MoAn) pin, O)An. ; 





Aus dem vorigen Hilfssatz folgt, daß für jede natürliche Zahl A > c1 > 4 (wo ci nur von 
A abhängig ist) im Intervall A<sn< Ah mindestens ein n liegt mit 


_A—1 
(51) e Pr] FE WE rc ne 


TEEN R 


nlogn 


Nach Hilfssatz 3 und Hilfssatz 6 folgt, da w(n) eine ganze Zahl +0 in K(i), also R 
absolut >14 ist, 


Mo eFrlogn—an < le" o(n) p(n, 0)| zer, eFrioen iz edrloanteun 


Beet 





so 


ul 


SC 
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Wegen (50) und (51) folgt hieraus 


_3—1 


ü 5; rlogn+ $nlogn-c,n —nlogn+e,n+ Inlogntcun 


< |A„(er)| <e 
so daß (48) mit c,g = Ca + Cıs bewiesen ist. Hilfssatz 9 ist also bewiesen. 
Hilfssatz 10. Sind 
- Ala)=a,+4a2 ++ 0m” (m = 1) 
und 
Ba)=bh+ ba +: + 5,0 g>1) 
zwei Polynome mit ganzen Koeffizienten in K(i), dann gibt es bekanntlich zwei Polynome 
P(z) und Q(x) mit ganzen Koeffizienten in K(i) von den Graden g — 1 und m — 1, derart daß 


(52) A(z) P(z) + B(2)Q(z) = S 
ist, wo S' die Resultante von A(x) und B(x) bezeichnet, also ganz in K(1i) ist. 
Setzt man 


(53) Max|la,]=A (u=0,1,..,m) und Max|b|=B (y=0,1,...,g), 
so gilt für diese Polynome P(x) und Q(x) 

(54) |P(z)| <&,(1 + Je]! ar" Br rer 
und 

(55) Aal <&ztl + 11) Ar BE, 
wo €, und c, nur von g abhängen '). 

Beweis. Es ist bekanntlich 











Ay d, (da en Am 
Ay a, u Ga—1 Um 
Ag ' * * Am 2 Am—1Am 
(56) en a ae an 
bo bi ba be 
: bo bı b,-ıb, 
H HER AT ee b, 
; is & Am 
T 4, 4; " Am—ı Im 
0 a: Ania m 
P(x) — a ee ie ren Am 
0 b, bs US Se b, 
: 0 0 b, z b,—ı b, 
a er b, 
i und 
0 a, a Am 
0 a, a, - Am Am 
; 0 0 Ag E Am—. Am—1 Am 
j Oz) Be se ee ie w 
1 b, b, Mm u b, . 
ix bu db, bb, 
ae 





"*) Die Zahlen ö,, &,, ö,, &, und &, bezeichnen in der Folge nur von g abhängige positive Zahlen. 














222 Koksma und Popken, Zur Transzendenz von e”. 


wo die Determinanten die Ordnung g + m haben. Setzt man 


(57) P(x) =P =. Pı ® +... + P,—ı a 
und 

(98) aa) =,+tnNr+t. +, ae, 
so folgt aus den Darstellungen von P(x) und Q(x) wegen (53) 

(59) Ip,| S (m + g - 1)1 A’7' B” Yy=0,1,...8g—-1) 
und 

(60) Iq,! < (m + g — 1)! A’ BT (u=0,A,..,m —1). 


Mit Rücksicht auf 
(m+g-1)! < (m + 9)" <a, H"em, 


wo c, und c, geeignet gewählte nur von g abhängige positive Zahlen sind, folgt (54) aus 
(57) und (59), und (55) aus (58) und (60). 
Hiermit ist Hilfssatz 10 bewiesen. 


Hilfssatz 141. Bezeichnen 
Pa) =p+tPpr+''+pr 
und 
Qea)=-ntNntr'+q,% 


irgend zwei Polynome; wird 





(61) Te) = +42 + +440% =P(z)Q(e) 
und weiter 
(62) P= Max |p,| Q = Max |g,|, = Max |t | 
0=0,1,...,7 o=0,1,...,8 r=0,1,..„r+8 
gesetzt, dann gilt fürr+s=#+0 
1 
Fon = Hay Pt 


Beweis. Der Beweis wird bei beliebigem s > 1 durch Schluß von r auf r-+1 
geführt. 


1. r=0. Dann ist T = PQ, so daß (63) gültig ist. 
2. r=1. Wir setzen 


1 
Es gibt eine Zahl s, (s, =0,1,...,s), so daß 
(65) lg, | = Max LA =( 
ist. 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: 
a) Es sei 
(66) IPol <(1 — 6)P, 


also |p,| =Max (|p,|, pl) =P. Setzt man noch q,,, =, so ist 


alla Aral S21mr.!—IPolarıl 
also wegen (65) und (66) 


1 
5+3 PR. 


(67)  ITI2 un 2 PQ - (1 - 0) PQ= HPQ = 








= 
% 
In 
097 


j 4 
rn 
| 
e 
x 
2 








ist 


sc 


al 


fc 











nn nz e REN 
Ba Ze ee Se re rent ee 
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b) Es sei 
(68) Il (1 —- 6)P. 
Wir nehmen an, daß die Ungleichung 
(69) T<oHPQ 
gilt. 
Hieraus folgt dann, daß 
(70) I, (1 — 20,0)0 (o, =0,1,...,8) 


ist. Denn für o, =0 ist dieses wegen (65) klar. Im Fall mit o,> 0 sei die Un- 
gleichung (70) mit o, — 1 statt o, schon bewiesen. Aus (69) folgt 
IP, g.-a+1 7 Pı el u 1,411 - T < oPQ, 
also wegen (68) und wegen (70) mit o, — 1 statt o 
Plga,-.!21mr9,-.|S 1% %,-arıl — |PoIa-arı * Pı Tan—a, | 
> (1 —-0)P-(1 — 2(o, — 1))@ — 6PQ = (1 — 20, 6) PQ, 

so daß (70) bewiesen ist. 

Wenden wir (70) mit o, =s, an, so kommt 


I9l2(1 —-25,6)0, 
also wegen (68) 
T2|u| = |pn| 2 (4 -0)P-(l -25,H)Q {1 —- (2s, +1)6}PQ, 
folglich mit Rücksicht auf (64) 





2s, + ) 1 2 
r2(1-5% PQ =, 25370 9PR. 
Die Ungleichung (69) führt also zu einem Widerspruch. Es ist somit im Fall b) 
1 
> = 
(71) T>0PQ 3523 P0. 


Wegen (67) gilt diese Ungleichung also allgemein im Fall mit r =1. Hieraus folgt 
(63) mtr =1 
3)r>4. Es sei Hilfssatz 11 mit r — 1 statt r schon bewiesen. Wir setzen jetzt 
P@)=p, +ptr+' +2,27 =-lb+t)(p tpr+ + PL, FT) 
(72) * 
so daß — p irgendeine Nullstelle des Polynoms P(x) ist. Man setze 
Ta)=0 +42 +... + nt zr+t-1 — P*(r)Q(z), 


P*= Max |p}| und T*= Max |t®|. 


o=0,1,..,r—1 r=0,1,..,r+8—1 
Aus (72) folgt dann unmittelbar 
(73) P<s2Max (|p|,1):- P*. 
Wir wenden Hilfssatz 14 an mit P*(x) statt P(x), also mitr — 1 statt r und mit P* 
statt ?, 7* statt 7, und finden dann 


(74) IT* > ! " : 





> rer Eu 
{ar -1+ 9) {4 (r + 
Es ist T(x) = (p + x)T*(x); wir können deshalb Fall 2 anwenden mit p + x statt 
P(x), T*(x) statt Q(x) und mit r+s— 1 statt s. Nach (71) ist somit 
1 


RE . T* 





also nach (74) und (73) 





8 - 
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de 

Er 
5 

4 
= 


* 
BR Su u i 


T 
{ar +)” {+ sy 


- Max ('p|,1) } 








1 
- 2(r-+s) 
womit (63) bewiesen ist. 
Hufssatz 12. Bezeichnet e eine positive Zahl, 
(75) Bea) =b+b2 +: +0 
ein irreduzibles Polynom mit ganzen Koeffizienten in K(i), das nicht identisch verschwindet, 
und wird 


(76) B = Max (|b,|; 3) 
y=0,1,..,9 
geseizt, so kann man eine nur von g und e abhängige positive Zahl &, finden, so daß 
> u log B 
(77) |B(e*)] > &, B** "iogiog 


ıst 12), 
Beweis. Erster Schritt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir an- 
nehmen, daß 





e<i 
und daß 
geil 
ist. 
Wir setzen 
(78) A=A+6, A=1+26, wo =; ist; 
ferner 
log? B 
IR. 2 


und ziehen aus (78) und (79) einige Folgerungen. 
I. Aus (79) folgt für B> 

















1 2(1—) 
2B- 
t > log? B (log log B)E > (log B) i 
d. h. 
log t 
logloegB < 31-5)’ 
so daß für B>a, 20a, aus (79) hervorgeht: 
. Yt Vt-logt = Vt-logt Vt-logi 
(0) led 35, BlogB < 7 31-5) Al H28 380) SAH 6) 


weil wegen (78) gilt 39° <.; 6 <ö6. 

Wir setzen jetzt 

(81) 3 =Actengtglgiter)+lgeo, Y=egtE, 
WO C3 und c,s die Zahlen aus Hilfssatz 9 sind, c, und c, die Zahlen aus Hilfssatz 10, 
welche nur von g abhängen, und woc, 21 ist. Folglich hängen c, und c, nur von g 
ab, und es gilt ,>c,>0. Für B>o,2;, folgt nun aus (79) und (80) leicht 


1 u 1 £ 
(82) 2log B = zVt-logt + 20, Yı <2logB— 5 ng Vtlogt -1<-—1 


II. Wenn c, durch (81) definiert ist, so ist klar, daß für B> a, gilt: 


(263 + 2)(2 + 66) 
ade log log 3 


<20. 








12) Hier, wie in der Folge, bezeichnen &,, %s, . . ., %s geeignet gewählte positive Zahlen, die nur von e und 9 
abhängen. 
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Aus (78) und (79) folgt 
2YA,VtlogB + (22, + 2)t 








nr Y log? B & log? B 
-2yI 3-2 + + (2ö, + 2)(2 + 68)° | 
2yi +20. (2 +68) log log B (20: + 2)( (loglog B)? 
also, wegen (83) und YL +25 <1+6, für B> a, 


log? B 
<A +28) (1 + 38) AH 


Aus (78) folgt 66° <,, 6 <ö, also Al +56 + 66°) <A+245 <A-+e, so daß wir 
für B> a, haben: 





Ze z | log? B 
(84) 2yhVilgB+ AED <AH N GIG 


III. Für B> &%s geht aus (79) hervor: £ <log?B, d.h. 
logt <2loglogB, 





so daß aus (78) und (79) folgt: 
2 
2, -1+Öö,, ı<! + 56 (2 + 65)? log? B ‚2 loglog B 














4 Bi 
(85) 2 2 | „eos log B) 
—4(1 +56) (1 + 38)? EI . 
log log B 


Aus (78) folgt ö = z4, e < zW, , also 
4(1 + 5ö)(1 + 36)? = All + 5ö)(1 + 66 + 96°) < All + 5ö)(1 + 76) 
= 4(1 + 125 + 356°) <a + NRö=4+e 
Aus (85) geht also für > a, hervor: 
24, —-1+6 
2 
IV. Für B>o, ist wegen (78) und (79) 
logt> 2c,, 6t>2, 
WO C;s die positive absolute Konstante von Hilfssatz 9 ist, und also 
‚Kt +1) <(l+ö) +2 <(1 +2ö)t = Sl. 
Nach der letzten Ungleichung gibt es also wenigstens eine natürliche Zahl A mit 
t<sh<IhSsht. 
Wählen wir für die in Hilfssatz 9 genannte Zahl A, die in (78) definierte Größe, so 
hängt, die in diesem letzten Hilfssatz genannte Zahl 1 > 4 nur von e und gab. Es 
gibt also nach der Definition von t in (79) ein 8 > %,, so daß für B> ag gilt 
h21>a>4. 
Hilfssatz 9 lehrt uns nun folgendes: 
Für B> a, liegt im Intervall 


log? B 
loglogB 





(86) tlogt <(4-+ €) 





hsnsihh, 
also erst recht im Intervall 
(87) tsnsähl 
wenigstens eine natürliche Zahl n, zu der ein durch (45) definiertes Polynom A,„(x) 
vom Grade 


(88) m, <2[Yn]=m 
mit ganzen Koeffizienten in K(i) angebbar ist mit 
(89) An = Max |a,| <e* 
p=0,1,...Mı 


Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 
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und wegen 4, > 4A mit 


24, —1 
—— nlogn—cn 


(90) e 2 < |Anle")! <e 
Aus rn 2t und logt> 2c,s folgt 
— Inlogn+cenr<0, 


_ #nlog n+lun 


also gilt 
0 < |A,(e)| <1. 


Im Fall mit m, = 0 ist A„(x) für jedes x, also auch für x = e*, eine ganze Zahl in K(i). 


Das widerspricht aber der letzten Ungleichung, so daß 
m, Zi 

ist, 

Zweiter Schritt. Es sei 

B(z) # Au(e). 

Wir wenden Hilfssatz 10 an mit A„(x) statt A(x), also mit m, statt m und A, statt A; 
außerdem können wir den Ausdruck B in (53) ersetzen durch den Ausdruck B in (76), 
weil in (54) und (55) die rechten Glieder dadurch majorisiert werden. 

Wegen m, 21 und g21 sind die Bedingungen von Hilfssatz 10 erfüllt. Es 
gibt folglich zwei Polynome P(x) und Q(x) mit ganzen Koeffizienten in K(i), so daß 


(91) A,(2)P(x) + B(z)Q(x) =S 

eine ganze Zahl #0 in K(i) ist; dabei gilt 
(92) IP(z)| <e, (1 + [ze] AUT" Br eHmbem 
(93) IA2)| <&, (1 + |2])"" AA BT em 


wo c, und €, nur von g abhängen. 
Es ist wegen (87) n>2t> d4>4, also folgt aus (88) und (89) 
8 
C,(i + er)"7 4° B" “mlogm < BY" geVr- g-logl1+e") +logestesng + 2, Vnlogn + 26, ynlog2 
n 


< Br gr!esg + 461 + glog(1+e”) + 10g6ı) ie pr &n 


ee; 
wegen (81). Wegen m, Z1, ge Z1, m, Sm folgt deshalb aus (92) und (93) 
(94) |P(er)] <Bre*, 
(9) |) | < Br E. 


Aus (94) und (90) folgt nun für B> 
|P(e*) Ay(e*) | < BY" Gn — inlogn + cn TE 

wegen (81). Wir finden also wegen (87) und 4, <2 

| P(e*) A„(e*)| < e'"!elogB Vi loge + 2e,y} 
also für > a, = Max (a,, 5) wegen (8) und n 21 

<em <<. 
Aus |$| 21 und (91) folgt also für B> 
IB(er) er) 21 — |Pfe*) Aner)| > 1-3 =4, 
oder wegen (95) undn 21 
| B(e*) | > 4 BB?" P > ers B—- Gr 

Aus (87) und (78) folgt ns A,t und n <.2t, also für B> o, 


d.h. für > a, = Max (a, %;) wegen (84) 
(EB 
(96) |B(e*)| > e u 1 
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Dritter Schritt. Es sei 
B(x) / A,(x) ’ 


dann gibt es ein Polynom 
D(x) no. do + d, & + ... bmg rn 


mit 
D= Max |d.!|, 
r=0,1,...,mı—9 
so daß 
(97) A„(z) = B(x) D(x) 


ist. Nach Hilfssatz 11 mit B(x) statt P(x), D(x) statt Q(x) und A,„(x) statt T(z) gilt 
somit, da m, # 0 ist, 


o 1 
> — 
An2 (Am,)' BD. 


Weil die Koeffizienten von B(x) ganz in K(:) sind und B(zx) nicht identisch verschwindet, 
gilt |B| 21, also 
(98) DER WTT 
wegen (88), 2/n < 2n für n >21 und (89). 
Wir haben also wegen g 2 1 und (88) 
| D(e*) | < (m, 8 + 1) Den < 2Yn gar ran +a2yn < ee rs rest Zum 
Aus (97) geht also hervor 














A, e” —(2+ 65 n 
Be) = N > Ana) tere, 
also wegen (90) für B> 
IBle)]> e” nlogn—(c a 2 E ze IEREIEE 1082426, +4+169+ 261, +47) e 
weil (87) gilt und weil A, < 2 ist. Wegen (79) für B>a,, Z &, kann man also schließen: 
_ 2-14, 
[Beni <e 3, 
also für B> Max (&,, &ı) = &a wegen (86) 
er ’ log’ B 
(99) |B(e*)| > e N gg, 
Vierter Schritt. Setzt man 
(100) &ı3 = Max (3, &%ıo» &1a)» Kg Zn [&%ıa — 1] 
und 
log’aj, 
(101) %ı a: ZR loglog 3 ö 
%ı4 


so hängt die positive Zahl a, nur von e und g ab, und es gilt a, <1. 
Zum Beweise von (77) unterscheiden wir jetzt zwei verschiedene Fälle. 


1. Es sei im Polynom 
B(z) =b, +b,2+:::+5,% 
die Zahl 
B = Max (|b,|,3) 2 %:- 


y=0,1,...9 


Der zweite und dritte Schritt lehren uns wegen (96) oder (99), (100) und &, <1 un- 


mittelbar, daß (77) gilt. 
29” 
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2. Es sei 
(102) B<on. 
Dann hat das Polynom mit ganzen Koeffizienten in K(:) 
%4B(7) = Haba + Rudi + "+ 85,0 
wegen (100) die Eigenschaft, daß 


(103) B' = Max (a, |b,|,3) 2 &4 > &ıs 
ist; außerdem gilt wegen (102) und a3 23 
(104) 3<sB <og%u <oh, 


wegen (100). Je nachdem &,,B(2)+A,(x) oder &,,B(x)/A,„(z) wenden wir die Resul- 
tate von Schritt 2 oder von Schritt 3 an mit &,,B(x) statt B(x) und B’ statt B. Es 
lehren uns (96) und (99) wegen (103) und (100) 


2 B’ log: a}, 
|&.B(e*)] ># Zu: Ir > — 
wegen (104), also wegen (104) und B=>3 
log? B 
|B(e)| > o,, d.h. > ae" IoglogB, 


Auch im letzten Fall ist (77) also bewiesen. 
Hufssatz 13. Es seien B(x) und B,(x) (oe =1,2,...,r) Polynome: 
B(a)=b, +bh2 +: +50, 
Be(2) = bo + b1C 4° + Da, W° @ =12..,P) 
mi 
B(z) =B,(e) Bx(z) - - - B,(«) 
und 
Bm Max dr B, a @=1,2,...,r), 


y=0,1,. y=0,1 


dann besteht die Ungleichung 
(105) B2> (Ag) B,B,::-B, *). 


Beweis. Für r =1 ist dieser Satz evident. Es sei also r> 1, und der Satz 
mit r — 1 statt r schon bewiesen. Setzen wir also 


B(i)= db +bi2 +: +550 = Bz(z)B;(k) - - - B,(e) 





und 
B = Max | by! ’ 
y=0,1 g 
so gilt folglich 
_— 1 
(106) Bz> (Agy B,B,::'B, 


Es ist aber 
B(xz) = B,(x)B(x), 


so daß nach Hilfssatz 14 mit B,(x) statt P(x) und B(x) statt Q(x), also mit B(x) statt 
T(x), g, statt r und g statt s 





ist. 
Nach (106) gilt deshalb wegen g =g, +22 


Ist ı a irgendeine Zahl, so setze man a’ = 1. 








wc 


rn 
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1 1 1 f 
B ” (Ag)” . (Kay B, B, ... B, > (agynte B,B; eo B, a Ze B, B, Dr B, ’ 
womit Hilfssatz 13 bewiesen ist. 


Beweis des Satzes *). Wir zerlegen B(x) in seine in K(i) irreduziblen Faktoren: 
Be(2) = ba,0o + bs1 + + dan, X  =1,2..,P7), 
wobei die Koeffizienten b., ya=12... g,) ganz in K(:) sind, so daß 
B(z) =B,(x) B,(z)  - - B,(«) 








ist. Es sei 




















B, = Max (27 |b,,,|) (=1,2,...,r); 
y=0,1,...,99 
also erst recht 
B>3. 
Nach Hilfssatz 12 gilt deshalb 
| ( + =) ÄogtBo 
|27 B.(e*)| > 2) IogIogBz (e=1,2,...,r), 
wo C®> 0 nur von g, und & en Wegen g=g,+& +: + .g, gibt es folglich 
eine allein von g und e abhängige positive Zahl x, <1 mit 
-(6+2) log’ Bo 
(107) | Bele)| > a € FR RER (e=1,2,...,r). 
Die Funktion E; ist für 2> e monoton wachsend, deshalb gilt für r beliebige 
Zahlen ©, > e (ge =1,2,..., 7) 
x x _ T + Ta + ö u 
logx, log, log x, log (&, + 2% - + 4,) 
I, Atnt 45 |.) Atatı tn 
len tat +0) u lg ++ Ir) 


_ tat 4m 
log u ta ++) 


Wegen 8 227 =3?> e dürfen wir hierin für x, die Zahl log B% einsetzen (o=1,2,...,r), 
so daß 


(108) 





log? Bi 
log log Bi 


log? B3 
log log B3 


log? B} log (Bib2 - B) 
loglog B} “ log log (Bi BZ - - - B}) 














+ ++ 


ıst. 

Es ist nun 27’B(x) = 27 B,(x) : 27 B,(x 
Hilfssatz 13 an mit 27 B,(x) statt B,(2) (o = 
mit B, statt B, (e =1,2,...,r), und mit 

B = Win er 'b,|) 


y=0,1,. 


statt B. Ungleichung (105) ergibt dann wegen B’ < 27’B <27’B 
BiB--- Bi <(Ag)"B' < (A -27g/B=c,B, 


') Se x). Wir wenden jetzt deshalb 
1,2,...,r), 27’B(x) statt B(x), und also 


WO c, eine nur von g abhängige Zahl >21 ist. Da die Funktion 2 = 2: für 
> e monoton wächst, folgt also aus (108) 
log? Bi log? B3 ge log? Bj; log? (c, B) 











loglog Bi loglog 33 loglogB; " loglogB 


Aus (107) geht folglich hervor: 


. Man beachte Bemerkung 1. 
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53 log? Bi 


=110g log Bö 





pP 2 a, rn 0 4+ 
|B(e )| = |B,(e*) B,(e”) - - - B,(e )| > ame ( 2); 
e \ log?(ö, B) 
> 05 ” 2) IoglogB, 
Es gibt eine nur von e und g abhängige positive Zahl &,s, so daß für B> 0, 
r.\2 
u .r 5 





ist, also 


(4 2. =) log? (c,B) <(4 + e)log?B, 


so daß dann 


(109) IBir)|> age "* Press 
ist. 
Im Fall As a,s gibt es zu jedem g wegen 
B(e*) #0 
eine nur von e und g abhängige positive Zahl &,, mit 
(110) |B(e*)| > an > &ye PR Voeieh, 


wegen B=3. 
Wegen (109) und (110) ist somit, der Satz bewiesen, wobei 
C = Min (&15, &7) 
gesetzt wurde. 


Beweis der Richtigkeit von Bemerkung 2 bei dem Satz. Diese Bemerkung ist trivial, 
wenn 


ler —6|>1 
ist, weil man dann in (4) nur C <1 zu wählen braucht. Es sei also angenommen 
ler —-6| si. 


Dann ist 
|B(e)| = |B(e*) — B(0)| = | &d,(e” — ©)| 
<je® —H|(g+1)(er +1", 


d. h. wegen (3) mit 7 statt € 


C B(6*3 EB 
(g +1) (e + 1)" 


Es gibt eine nur von g und e abhängige Zahl «,, so daß für B> a, aus (111) folgt: 


log B 
log log B, 





(111) le® — 01> 


(112) je — 0)> B"* "üogios 


Andernfalls ist B < a,. Da 9 algebraisch und nach dem Satze e* transzendent ist, hat 


man zu jedem g> 0 eine nur von g und «a, abhängige Zahl &,, mit 
; log B 
(113) l® — O|> ap, also > ap B ioglogB, 


wegen BZ3. Aus (112) und (113) folgt (4) mit etwa 
C = Min E5, &pp)- 


Eingegangen 21. Dezember 191. 
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Ein Satz über die Zerlegung von Primzahlen bestimmter 
arithmetischer Progressionen in algebraischen Zahlkörpern. 


Von U. Wegner in Darmstadt. 


Satz: In jedem algebraischen Zahlkörper P(9) über P, dem Körper der rationalen 
Zahlen, vom Primzahlgrad p gibt es unendlich viele Primzahlen der Form px +1, die 
in P(®) selbst Primideale sind. 


Beweis: Man kann offenbar p #2 annehmen. f(x) =O sei die algebraische 
Gleichung p-ten Grades über P und daselbst irreduzibel, die P(d#) erzeugt. Es sei 
g(x) art + ..-—- x +1=0. ha) =flx)-glx) =O besitzt dann eine Galoissche 
Permutationsgruppe ©,, die sich aus 

&,={E=S$,,5.,.:.,9.0 und &,={E = T,,T::. 2-1} 
zu 
Be IE En In Fns  2 0 Den Ze} 
zusammensetzt, wobei die S, alle Permutationen von ©, durchlaufen, aber vielleicht 
mehrfach; analog die 7,. Die verschiedenen Permutationen S,,, die in ©, an die Per- 


mutation E von ©, gekoppelt sind, bilden offenbar eine invariante Untergruppell von ©,. 
Analog sei ® die invariante Untergruppe von ®,, die aus den Elementen besteht, die an 
E von ®; gekoppelt sind. U habe die Ordnung u und ® die Ordnung v. U-% ist dann 
eine invariante Untergruppe von ©, mit der Ordnung u-v. Besteht das vollständige 
rechtsseitige Restsystem mod U-® aus A Permutationen 5, T,,, so sind die u-k 


Permutationen U-5,, (o =1,2,...,k) sämtlich voneinander verschieden wegen der 


Eigenschaften des Restsystemes und stellen alle Permutationen von ©, dar. Analoges 
gilt für die Permutationen ®-7,. Also ist u.-k=p-m und v-k=p—1. Dann folgt 


p|u. Nach dem Sylowschen Satze gibt es dann eine Permutation der Ordnung p in U. 
Diese Permutation ist an E in ®, geknüpft. Nach dem Frobeniusschen Satze gibt es 
dann unendlich viele Primzahlmoduln q, so daß h(x) = f(x) - l,(x) - - -!,-ı(x) (mod g) 
ist und f(x), Z,(x) Primfunktionen der bzgl. Grade p und 1 sind. g(x) zerfällt aber nur 
für Primzahlen der Form px + 1 in Primfaktoren ersten Grades; also ist g von der Form 
px +1. Somit gibt es nach Dedekind unendlich viele Primzahlen der Form px +1, 
diein dem durch f(x) = 0 erzeugten Körper P(®) Primideale des Grades p sind. 


Bemerkung: Unser Satz ist ein Gegenstück zu dem Bauerschen Satz, daß es ın 
jedem endlichen algebraischen Körper des Grades n unendlich viele Primzahlen der 
Form nx-+ A gibt, die daselbst in lauter Primideale ersten Grades zerfallen. — Bei uns 
muß rn notwendigerweise eine Primzahl sein, falls man den Satz in so allgemeiner Form 
aussprechen will, wie der Beweis zeigt. Gegenbeispiel: x + 1 =0 besitzt die Vierer- 
gruppe als Galoissche Permutationsgruppe, hat also kein Primideal 4. Grades ın dem 
durch 2 +4 =0 erzeugten Körper P(®). 
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Verallgemeinerung des Satzes: In jedem algebraischen Zahlkörper P(®) über p 
vom Grade n gibt es unendlich viele Primzahlen der Form p x+ 1, die in P(®) mindestens 
ein Primideal g-ten Grades enthalten, wobei q eine in n aufgehende Primzahl bedeutet, die 
zu der beliebig vorgegebenen Primzahl p in dem Verhältnis steht, daß qzu p — 1 teilerfremd ist, 


Beweis: f(x) = sei die algebraische Gleichung n-ten Grades über P und daselbst 
irreduzibel, die P(#) erzeugt; g(x) sei dasselbe Polynom wie oben. @®, ist dann von der 
Ordnung nm. Es bestehen ferner wie oben die Relationen u-k=n-m und v-k=p—1, 
Wegen q|n und (,p —1) =1 folgt, daß q|u. Nach dem Sylowschen Satze gibt es 


also in U eine Permutation der Ordnung p. Es gibt dann unendlich viele Primzahl- 
moduln s, so daß 


h(a) = fe): 82) = P,(e) - IT 1,(@) (mod o), 


wobei die P,(z) Primfunktionen von den Graden g oder 1 sind, aber mindestens eine 


den Grad g besitzt. Die /,(z) sind Primfunktionen 1. Grades. Wie oben schließt man 
dann die obige Verallgemeinerung des Satzes. 


Eingegangen 7. Januar 1932. 
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Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Zweiter Teil). 
Von ÖOystein Ore in New Haven (Conn.) U. S.A. 


Einleitung. 

Im ersten Teil dieser Untersuchungen sind die Hauptresultate der formalen Theorie 
der linearen Differentialpolynome in abstrakten Differentialkörpern dargestellt worden. 
Wie man leicht sieht, beruht diese Theorie hauptsächlich auf den Eigenschaften der 
linearen Gleichungen 

X(y) x Ay) + Yy) x By) = CWy). 

In diesem zweiten Teil studiere ich eine Reihe von neuen Problemen, die mit den 

Eigenschaften der gemischten Gleichungen 


(ID) Ay) x Ay) + Yy) x By) = CWy) 
eng verbunden sind. Diese Gleichungen (I) sind meines Wissens früher noch nicht in dieser 
Theorie behandelt worden, aber wie man aus dem folgenden ersehen wird, sind ihre Eigen- 
schaften sowohl hier als auch in einer allgemeineren, nicht-kommutativen Polynom- 
theorie besonders wichtig. 

In $ 1 wird die allgemeine Bedingung für die Lösbarkeit einer gemischten Gleichung 
aufgestellt, und die Lösung auf die spezielle Kongruenz 

(IT) Ay) x Xy)=0 (mod B(y)) 
zurückgeführt. In $ 2 folgt dann der Hauptsatz der Theorie, daß die Lösungen einer 
Kongruenz (II) einen endlichen Modul (mod B(y)) in bezug auf den Konstantenkörper 
bilden. Dieser Satz ist analog, aber tieferliegend als der gewöhnliche Hauptsatz über 
die Integrale linearer Differentialgleichungen; unter den interessantesten Unterschieden 
ist die Tatsache, daß der Rang des Lösungsmoduls von (II) sehr wohl den’ Grad n von 
A(y) übersteigen kann. 

In $ 3 wird eine Verallgemeinerung des Transformationsbegrifis aus Teil I vor- 
genommen, und die wichtigsten Eigenschaften der allgemeineren Transformation ab- 
geleitet. Es entsteht sofort die Frage nach denjenigen Polynomen welche ein gegebenes 
Polynom A(y) in sich selbst oder in einen Teiler transformieren. Ein solches Polynom 
heißt eine Eigenwurzel von A(y), und es folgt aus dem Hauptsatz, daß die Eigenwurzeln 
einen Ring, den Eigenring E von A(y) bilden, und zwar ist der Eigenring ein endliches, 
hyperkomplexes System in bezug auf den Konstantenkörper. Dies scheint mir eines 
der wichtigsten Resultate dieser Theorie. Unter den weiteren Eigenschaften von E 
erwähne ich, daß die Restklassen mod A(y) einen Modul bilden, worin aber im allge- 
meinen keine Multiplikation möglich ist; der Eigenring besteht genau aus denjenigen 
Restklassen, für die eine Multiplikation gestattet ist. Zuletzt werden in $5 verschiedene 
Anwendungen dieser Theorie gemacht. 

In Kap. II wird die Struktur der Differentialpolynome untersucht; durch die 
Anwendung der Transformation wird diese Untersuchung besonders erleichtert. Die 
bekannten Resultate von Loewy!) über vollreduzible Zerlegungen werden für linke 


1) A. Loewy: „Über vollständig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen‘“, Math. Ann. 62 (1906), 
Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 30 
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und rechte Darstellungen in symmetrischer Weise ohne Anwendung der adjungierten 
Polynome abgeleitet; ich füge auch verschiedene neue Sätze hinzu, z. B. die Sätze 3, 4, 8 
und 9. In $3 gebe ich einen neuen Beweis für den zuerst von Krull ?) bewiesenen Haupt- 
satz über die Darstellung von Polynomen als Hülle von unzerlegbaren Polynomen., 
Dieser Beweis ist sehr kurz und übersichtlich, und die sogenannten Zurückleitungs- 
gruppen von Krull konnten gänzlich vermieden werden. Es ist auch von Interesse zu 
bemerken, daß dieselbe Methode einen kurzen Beweis für den Wedderburnschen Satz 
über die Zerlegung endlicher Gruppen ergibt. Zuletzt beweise ich, über Krull hinaus, 
die Ersetzbarkeit der Komponenten zweier Zerlegungen, und daß alle verschiedenen 
Darstellungen durch Transformation mit Eigenwurzeln erhalten werden können. 

Ich mache hier darauf aufmerksam, daß man die Zerlegungssätze von Kap. II 
auch durch Anwendung der verallgemeinerten Abelschen Gruppen von Krull ?) hätte 
ableiten können. Man müßte dann den Restklassenmodul für ein Differentialpolynom 
als verallgemeinerte Abelsche Gruppe mit dem Ring aller Differentialpolynome als 
Operatorenbereich auffassen und darauf die Krullschen Sätze anwenden. Ich habe es 
aber hier bevorzugt, direkte Beweise zu geben. 

Um diese Theorie zu vollenden, bleibt nun noch übrig, die Struktur des Eigenringes 
zu studieren; dies kann im wesentlichen mit den gewöhnlichen Methoden der hyper- 
komplexen Algebra geschehen, und ich hoffe, in einem letzten Teil diesen Gegenstand zu be- 
handeln. Ich möchte zum Schluß wieder darauf aufmerksam machen, daß dieselbe Theorie 
für Differenzenpolynome und auch für nicht-kommutative Polynomtheorie anwendbar ist. 


Kap. 1. Der Fundamentalsatz. 
1. Gemischte Gleichungen. 
Im ersten Teil sind hauptsächlich die Gleichungen 


(1) Ay) x Aly) + Y(y) x B(y) = C(y) 
und 


(2) A(y) x X,(y) + B(y) x Yıly) = C(y) 


studiert worden, in denen die unbekannten X(y), Y(y) und X,(y), Yı(y) entweder beide 
als linke oder beide als rechte Multiplikatoren vorkommen, und die meisten Resultate in 
TeilI sind einfache Folgerungen der Untersuchungen über solche Gleichungen (1) und (2). 
Es liegt nun nahe, auch gemischte lineare Gleichungen von der Form 
(3) A(y) x Ay) + Yy) x By) = C(y) 
zu studieren, worin die unbekannten Polynome X(y) und Y(y) auf verschiedenen Seiten, 
der bekannten Koeffizienten A(y) und B(y) auftreten. Die Lösung einer Gleichung (3) 
ist natürlich mit der Lösung der Kongruenz 


(4) Aly) x X(y)=C(y) (mod B(y)) 


äquivalent, und wir wollen meistens diese Kongruenzform benutzen. 

Wenn der Modul B(y) in (4) vom Grade m ist, so kann man voraussetzen, daß 
der Grad einer Lösung X(y) höchstens gleich m — 1 ist; weiter kann man A(y) als primär 
voraussetzen. 


Wenn nun in (4) D(y) der Durchschnitt von B(y) und C(y) ist, so folgt sofort 


S. 89—117. „Über lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art“, Math. Ann. 70 (1911), S. 550—560. 
„Über die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in größte vollständig reduzible Faktoren“, 
Sitzungsber. der Heidelberger Akad. Jahrg. 1917, 8. Abh. Zu erwähnen ist auch die Dissertation von H. Blumberg: 
„Über algebraische Eigenschaften von linearen homogenen Differentialausdrücken‘“, Göttingen 1912. 

2) W. Krull: „Über verallgemeinerte 'endliche Abelsche Gruppen“, Math. Zeitschr. 28 (1925), S. 161—1%. 

3) W. Krull: „Theorie und Anwendung der verallgemeinerten Abelschen Gruppen”, Sitzungsber. d. 
Heidelberger Akad. 1926, 1 Abb. Vgl. auch E. Noether u. W. Schmeidler: „Moduln in nicht-kommutativen 
Bereichen, insbesondere aus Differential- und Differenzenausdrücken”, Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 1—35. 
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2 u (5) Aly)x Xy)=0 (mod D(y)). 
= Im nächsten Paragraphen wollen wir die Lösungen dieser speziellen Kongruenzen mehr 
" eingehend behandeln. Hier genügt es zu bemerken, daß jede Lösung X(y) mod D(y) 


P jedenfalls kongruent einer Lösung X,(y) derselben Kongruenz ist, wo der Grad von 
4 X,(y) kleiner als der Grad von D(y) ist. Setzt man daher 
. A(y) x Xoly) = E(y) x D(y) 
Ay) = Xly) + Ky)x DW), 
x in (4) ein, so kann man durch D(y) dividieren und man erhält eine neue Kongruenz 


von der Form 
iE Ay) x Kiy)=Cily) (mod B,(y)), 


wo B(y) = B,(y) x D(y) und C,(y) ein leicht bestimmbares Polynom ist. Setzt man 
diese Reduktion fort, so erhält man also: 

Die Lösung einer Kongruenz (4) kann auf die Lösung von Kongruenzen (5) und 
Kongruenzen (A) zurückgeführt werden, wo C(y) zum Modul B(y) relatıv prım ıst. 

Im Fall, wo C(y) zu B(y) relativ prim ist, kann man aber ein notwendiges und hin- 
reichendes Kriterium für die Lösbarkeit aufstellen. Wir brauchen dafür den folgenden 
Hilfssatz, der auch in anderen Verbindungen von Nutzen ist: 

Satz 1. Aus einer Kongruenz 

(6) Ay) x Ay) =C(y) (mod B(y)) 
folgt 

(7) CA(y)C"x X(y) =AC(y)A”" (mod AB(y)A”'). 

Da wir hier denselben speziellen Artbegriff wie in Teil I anwenden, muß man 
natürlich A(y) zu B(y) und C(y) relativ prim voraussetzen; benutzt man aber die allge- 
meine Transformation von $ 3, so gilt der Satz 1 bedingungslos. 

Um den Satz zu beweisen, multiplizieren wir (6) links mit CA(y)C”" und erhalten 


(8) CAYy)C" x Xly) x Aly)=apco [Aly), Cly)] (mod B(y)), 
wo a, und c, die höchsten Koeffizienten von A(y) und C(y) sind. Man kann diese Kon- 
gruenz (8) auch als 
(CAY)CT" x Xiy) — ACy) AT) x Ay)=0 (mod B(y)) 
schreiben, woraus (7) nach Satz 5, Teil I folgt. 


Für den Spezialfall C(y) = y erhält man das folgende 
Korollar. Wenn 
9 Ky)xLy)=y (mod MW)), 
so ıst 
(10) L(y) x K(y)=y (mod LM(y) L’*). 
Wir können dann beweisen 
Satz 2. Eine Kongruenz 
(11) Ay) x Ay) =C(y) (mod Biy)), (Bu),CcWy)=Y, 
ist dann und nur dann lösbar, wenn CB(y)C”' mit A(y) umstellbar ist. 
Es soll zunächst an die Definition der Umstellbarkeit erinnert werden (vgl. $5, 
Teil I). Ein Polynom K(y) heißt mit L(y) umstellbar, wenn KÄ(y) in der Form 
K(y) = LK,(y) L”' darstellbar ist, oder, was dasselbe bedeutet, wenn das Produkt 
K(y) x L(y) = koly [Kıly), L(y)] = K,L(y) Kı' x Kıly) 
e als eine Hülle von L(y) und einem mit Ä(y) gleichartigen Polynom KÄ,(y) aufgefaßt 
- werden kann. 
4 Es ist daher CB(y) C”' mit A(y) umstellbar, wenn man ein B,(y) so bestimmen 
kann, daß 
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(12) CB(y)C" = ABı(y) A”. 
Wenn aber (11) eine Lösung hat, so ist | 
| CB(y) C”" = A(XB(y) X) AT, 
und der zweite Teil des Satzes ist bewiesen. Wenn umgekehrt eine Darstellung (12) 
besteht, so können wir ein X,(y) so bestimmen, daß 


Aly) x Ay)=y (mod B,(y)) 
und folglich nach dem obenstehenden Korollar 
A(y) x Xu(y)=y (mod AB,(y) A”). 
Wenn man diese Kongruenz rechts mit C(y) multipliziert und (12) beachtet, so folgt, 
daß X,(y) x C(y) eine Lösung von (11) ist. 
Wir erwähnen speziell das 
Korollar. Eıne Kongruenz 


A(y) x X(y)=y (mod B(y)) 


ıst dann und nur dann lösbar, wenn B(y) mit A(y) umstellbar ist. 

Wir kehren nun zu der allgemeinsten Kongruenz (4) zurück. Wenn eine spezielle 
Lösung X,(y) schon bekannt ist, so reduziert sich die Bestimmung der allgemeinen 
Lösung auf die Kongruenz 


AY) (Ay) - Ky))=0 (mod B(y)), 
also auf den Spezialfall 


(13) Aly)x Xy)=0 (mod B(y)), 
den wır ım folgenden genauer studieren werden. 


2. Beweis des Fundamentalsatzes. 


Es ist zunächst klar, daß eventuelle Lösungen von (13) die beiden folgenden Eigen- 
schaften haben: 1. Wenn X(y) eine Lösung bezeichnet, so ist auch A” X(y) eine Lösung, 
wenn A ein beliebiges Element des Konstantenkörpers bezeichnet. 2. Wenn X,(y) 
und X,(y) zwei Lösungen sind, so ist auch X,(y) + X,(y) eine Lösung. Die Lösungen 
bilden daher einen Modul mit dem Konstantenkörper als Multiplikatorenbereich. 

Wir wollen aber noch den schärferen Satz beweisen, den wir im folgenden als den 
Fundamentalsatz über Kongruenzen bezeichnen werden: 

Satz 3. Die Lösungen der Kongruenz 


(14) A(y)x Xy)=0 (mod B(y)) 
bilden einen endlichen Modul mit dem Konstantenkörper als Multiplikatorenbereich, d.h. 
man kann für die Lösungen X(y) ein solches Fundamentalsystem 


Xly), ..., Arly) 
bestimmen, daß eine beliebige Lösung X(y) in der Form 


Xy)=hpXly) ++ K’X,(y) (mod B(y)) 
darstellbar ıst, wo die Koeffizienten Elemente des Konstantenkörpers sind; der Rang r des 
Moduls ıst kleiner als eine nur von den Graden n und m von A(y) und B(y) abhängıge 
Schranke N(n, m). 

Ich bemerke hier, daß es beim Beweis dieses Satzes zum ersten Mal notwendig ist, 
die spezielle Form der Differentialpolynome in Betracht zu ziehen; alles was bis jetzt 
ınd ım Teil I bewiesen ist, gilt ohne weiteres für beliebige nicht-kommutative Ringe 
nit Euklidschem Algorithmus. 

Wir setzen nach (14) 


(15) Aly)x Ay)= Yly) x B(y), 


wo 





hal 


un 


an 


un 


wc 





Ore, Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen. 237 


wo die bekannten Polynome A(y) und B(y) die Form 
A(y) u ym + a, ya) +... ta, y 
By) =by + by d + + by 
haben, während 
X(y) ze 8a ym-ı) + Ss] ym-2) + rd N 
Y(y) PN to yr-D 4 t, yr-9 + ...4 ku Y 
ist, wo die Koeffizienten s; und t; Unbekannte sind, die im folgenden zu bestimmen sind. 
Wir bilden zunächst die Produkte A(y) x X(y) und Y(y) x B(y), und es ist dabei 
bequem gewisse Abkürzungen einzuführen. Für ein beliebiges k > 0 wird 
(16) y(k) x X(y) = So y(k+m-1) + Ay yiktm-2) 4... + Sk+m—ı Y 


gesetzt, wo 


u " (i) | k GI) Li..— ( h (3) 
m) Sel)o+l,,)er+ - 26,2 Js. 
Speziell ist für alle k 
(18) S4,0 = So, 
und für »>k, etwa i=k-+r, nimmt $;,; die Form 
k 
(19) RR — sk) + r SED +... 


an. Aus (16) erhält man sofort 
(20) Aly) x Xly) = Sn, yrtmd + (Sn, + a1 Sn-1,0) yrtm? 
7 (Sn, + a In—1,1 + Ag Sn—2,0) — ch 
und in derselben Weise 
(21) Y(y) x By) = to Ba-ı,0 yttrD + (td, Ba, + ti Ba-a,0) yet d + >, 
wo wie in (17) 
u k ne 
22 Bi = (‚ | of n 
(22) k & -j j 
gesetzt worden ist; die B;,; können daher als bekannte Größen betrachtet werden. 
Wir setzen nun (20) und (21) in (15) ein und vergleichen die Koeffizienten beider 
Seiten. Man erhält dadurch das folgende System von Gleichungen, das wir hier stu- 
dieren werden: 





Ino = to Bn-1,0 
In + A| Sn—1,0 =b Ba-ı1 + t, Bn-2,0 
(n); In,2 + a Sn—1,1 7 A, Sn-2,0 u Io B.-12 + tı B.-2,1 + ly Bu-3,0 
Smn-ı + aı Sn-ın-2 + + Q-ı S1o = ty Bn-1,n-ı + bi Bn-2n—2 + + 1In-ı Bo,o 
[Sn,n +.a, "A te... q So,0 u de Bo-ta 4 scene nn. +41 Bo, 
(m) EEE FEFEF TFT IT TRIFFT LTE LIEF LIT ZEIT ITTE I TEILTE EHE 
sta + 77 In-iata-t + de + An So,m—1 ... Io B,-1n40-1 u ee 5 In-ıBo,m- 


Wie in (18) sieht man, daß B;, = b, + 0 für alle k. Man kann daher die n ersten 
Gleichungen des Systems (23) nach den Unbekannten ty, 2, - - -, n—ı auflösen, wodurch 
man Ausdrücke von der Form 


(24) = PAR AyR (k == 0, AM  —; 1) 
i,j 


erhält. In der Summe (24) sind die Koeffizienten C;,,; bekannte Größen des Grund- 
körpers K, und weiter sieht man sofort, daß nur solche S;; vorkommen können, für die 
jsn—4A. Wir ersetzen nun in (24) alle S,,; durch ihre Ausdrücke (17), wodurch die 
I durch die Koeffizienten s, von X(y) und ihre Derivierten ausgedrückt werden. Da 
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wie bemerkt sn —1 ist, kommen in der Darstellung von t; keine höheren als die 
(n — 1)-ten Derivierten der s; vor, so daß die Darstellung in der Form 


m—1l,n—1 


(25) = DD, 5? k=0,1,..,n —1) 
70 
erscheinen wird, wobei die D;,,; wieder bekannte Größen aus Ä sind. 
Wir substituieren nun (25) rechts in die übrigbleibenden m Gleichungen (23); 
die rechte Seite einer jeden solchen Gleichung wird dann wieder von der Form (25). 
Dasselbe gilt auch für die rechte Seite wenn man die S;; durch ihre Ausdrücke (17) 


ersetzt; eine Ausnahme bilden nur die Glieder 


Pnä Sn,n+l ...y ER 
indem jedes S,„,, nach (19) ein Glied s/” enthält. Da jede Gleichung nur ein einziges 
solches Glied enthält, so erhält man 


m—1,n—1 


(26) a = 2E,; s@ (r=0,1,..,m—1). 
mo 


Wir derivieren nun beide Seiten von (26) für ein bestimmtes r. Rechts werden 
dann auch Glieder vorkommen, welche n-te Derivierte der s, enthalten; diese s(® kann 
man aber durch die Ausdrücke (26) ersetzen, wodurch man auch für s(*+D eine Dar- 
stellung von der Form (16) erhält. Indem man diese Schlüsse wiederholt, zeigt man: 

Für eine beliebige Derivierte eines Koeffizienten s, in X(y) besteht eine Darstellung 

m—1,ın—1 

(27) s" — aa s r=01...,mM-Ll,=01,...) 

i,j=0 
wobei die Koeffizienten F,.x,,; aus den Koeffizienten von A(y) und B(y) und ihren Derivierten 
rational ın K bestimmbar sind. 


Es ist selbstverständlich, daß dies auch für die bis jetzt ausgeschlossenen Werte 
k=0,1,..,n—1i gilt. 
Nach (27) sind alle s® (k=0,1,...) für ein gegebenes r linear durch die nm Größen 
 (G=0,1,..,„m —1,j=0,1,..,r —1) 
ausdrückbar, und je nm + 1 unter den s®(k = 0,1,...) müssen daher in X linear 
abhängig sein, daher: 
Jeder Koeffizient s, von X(y) muß einer linearen homogenen Differentialgleichung 


(28) ya) + Kı,r yu-) + rk + Kur =( 
genügen, worın n, S nm, und wo die Koeffizienten K rational von den Koeffizienten von 
A(y) und B(y) und ihren Derivierten abhängen. 

Wir betrachten nun alle Lösungen X(y) von (15) vom Grade < m — 1; die Koeffi- 
zienten s, eines bestimmten y-1-") in solchen Lösungen X(y) genügen dann alle (28). 
Setzt man aber n, + 1 solche Koeffizienten s, in (28) ein, erhält man ein lineares 
System in den Koeffizienten Ä;,, und die entsprechende Wronskische Determinante 
A871: - » Syn, +1) muß folglich verschwinden. Nach einem schon in $ 1, Teil I, erwähnten 
Satz folgt aber dann, daß das System der Koeffizienten s, in bezug auf den Konstanten- 
körper eine endliche Basis vom Range <n, besitzt. 

Der Beweis des Fundamentalsatzes läßt sich nun einfach vollenden. Es sei nämlich 


(29) 80,1, 5, + + +, Sms MM Sn, Snm, 


eine Basis für das System der höchsten Koeffizienten s,, so daß ein beliebiger Koeffizient 
s, In der Form 


(30) So = ko, 850,1 + ° + kom, Som, 
darstellbar ist, wo alle ko,; im Konstantenkörper liegen. Weiter seien 
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Xo1(Y), - - -, Kom, (Y) 


diejenigen Lösungen von (15), welche die höchsten Koeffizienten (29) haben. Wenn 
dann die beliebige Lösung X(y) den höchsten Koeffizient s, hat, so wird nach (30) 


X(y) = koa Koıly) + + kom, Kom(Yy) + Kıly), 
wo X,(y) eine Lösung mit s, = 0 ist. Wie früher finden wir, daß die Koeffizienten aller 
Lösungen mit s, = 0 auch endliche Basen in bezug auf den Konstantenkörper haben, 
und es wird in derselben Weise 


X,(y) = kıy Arıly) + + kım Arm (Y) + Xrly), 


woin X,(Y) sg = Sı = 0. In dieser Weise folgt dann zuletzt die Existenz eines Fundamen- 
talsystems und auch die Behauptung über die Anzahl r der Glieder eines solchen Systems. 


3. Allgemeine Transformation. 

In 4, Teil I, haben wir die Transformation eines Polynoms A(y) durch ein zweites 
B(y) durch die Formel 

(31) BA(y) B”' = a,b, [A(y), B(y)] x Biy)”" 
definiert, wobei a, und b, bzw. die höchsten Koeffizienten dieser Polynome sind. Diese 
Definition wollen wir jetzt für beliebige Polynome A(y) und B(y) gelten lassen, während 
wir in Teil I nur den Fall studiert haben, wo A(y) zu B(y) relativ prim ist, und BA(y) B”' 
daher vom selben Grade wie A(y) ist. Man erhält entsprechend einen allgemeineren 
Artbegriff, indem wir allgemein sagen, daß BA(y) B”' mit A(y) gleichartig ist. Man 
muß aber dabei bemerken, daß der allgemeinere Artbegriff nicht symmetrisch ist, 
indem BA(y) B”' vom Grade n — d wird, wenn A(y) den Grad n und D(y) = (A(y), B(y)) 
den Grad d hat. 

Die allgemeine Transformation läßt sich sofort auf die spezielle zurückführen. Wenn 
nämlich 


(32) A(y) = A,(y) x D(y), B(y) = B,(y) x D(y), 
so folgt nach (31) 
(33) BA(y) B"' = B, A,(y) Bi", 


und dies gilt allgemeiner für einen beliebigen gemeinsamen Teiler D(y) von A(y) und B(y). 

Wenn speziell D(y) ein primärer Teiler von A(y) ist, also etwa A(y) = A,(y) x D(y), 
so wird 

(34) DA(y) D" = A,(y), 
d.h. jeder linksseitige Faktor A,(y) von A(y) mit dem höchsten Koeffizienten a, ist mit 
A(y) gleichartig. Noch spezieller folgt 

AA(y)AT' = a. 

Im folgenden werden wir die wichtigsten Eigenschaften der allgemeinen Trans- 
formation ableiten; in manchen Beziehungen stimmen sie mit den früher für spezielle 
Transformation bewiesenen Eigenschaften überein. 


Zuerst beweisen wir e 
Satz 4. Wenn B(y) = B(y) (mod A(y)), so ist 


BA(y) B"' = BA(y) BT" 

B(y) und B(y) müssen nämlich denselben Durchschnitt D(y) mit A(y) haben, und 

nach Division mit D(y) erhält man B,(y) = B,(y) (mod A,(y)), und der Satz folgt aus 
(33) und Satz 4, Teil I. 

Für spezielle Transformation hatten wir weiter den wichtigen Satz: Wenn 

A(y) B(y) durch C(y) teilbar und B(y)zuC(y) relativ prim ist, so muß A (y) durch BC(y) B”" 

teilbar sein. Für allgemeine Transformation lautet der Satz einfacher: 
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Satz 5. Wenn ein Produkt A(y) x B(y) durch C(y) teilbar ist, so wird A(y) durch 
BC(y) B”" teilbar. | 
Wenn nämlich 


By)=Biy)x Du, Cd=-CcW) x DW, (Bıly), CiWy) =Y 
ist, so muß A(y) x B,(y) durch C,(y) teilbar, also A(y) durch B, C,(y) Bi teilbar sein, 
w. z.b. w. 

Die Identität 

(35) (CB) A(y) (CB) = C(BA(y) B)C 
bleibt auch für allgemeine Transformation richtig, wie man leicht sieht, wenn man beide 
Seiten von (35) rechts mit C(y) x B(y) multipliziert. 

Aus (35) folgt die Transivität des allgemeinen Artbegriffes; wie wir schon gesehen 
haben, ist er aber nicht symmetrisch. Der Satz 7, Teil I, kann aber durch den folgenden 
ersetzt werden: 

Satz6. Wenn A(y) = BA(y) B”', so ist A(y) im speziellen Sinn mit einem linken 
Teiler A,(y) von A(y) gleichartig. 

Dies ist eine Folgerung aus (33). Für die Transformation eines Produkts erhält 
man wie früher die Formel 

(36) C(B(y) x Ay) EC" =C,Bly)Cr" x CAY)CT, 
wo 

(37) C(y) = ACy) AT”. 

Setzt man nämlich 


(38) ag do Co [B(y) x Aly), Cly)] = Kly) x au co [Aly), Cy)]; 

so erhält man nach Division mit A(y) 
bo Co [Bly), ACly) A] = Kly) x Ally) AT, 

woraus wieder Ä(y) = C, B(y)C7‘. Setzt man diesen Wert in (38) ein und dividiert 
durch C(y), so erhält man (36). Für die Transformation einer beliebigen Anzahl von 
Faktoren besteht eine entsprechende Formel. Aus (36) folgt 

Satz?7. Wenn T(y) ein Teiler von A(y) ist, so ist BT(y) B”' ein Teiler von BA(y) u. 

Etwas schwerer zu beweisen ist die Umkehrung: 

Satz 8. Jeder Teiler von BA(y) B”' hat die Form BT(y) B”', wo T(y) ein Teiler von 
Aly) ıst. 


Wir nehmen zunächst B(y) zu A(y) relativ prim an, und es sei 7,(y) ein Teiler 
von BA(y) B”', also 


(39) BA(y) BT" = K(y) x Tı(y). 
Wir bestimmen ein B,(y), so daß 
(40) Bı(y) x B(y) =y (mod A(y)), 


und transformieren beide Seiten von (39) durch B,(y). Man erhält dann nach (36) 


A(y) = K,(y) x B, Tı(y) Bi", 
und folglich ist 


T(y)=B,T,() BR" 
ein Teiler von A(y); transformiert man weiter 7(y) mit B(y), so ergibt sich 
(44) BT(y) B"' = (BB,) T,(y) (BB,)”". 
Aus (40) folgt aber nach Satz 1 
B(y) x Bı(y)=y (mod BA(y) BT), 
und da 7,(y) ein Teiler von BA(y) B”' ist, besteht diese Kongruenz auch mod 7,(y); 
und nach (41) ist daher 7,(y) = BT(y) B”'. 
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Wenn aber B(y) zu A(y) nicht relativ prim ist, sondern die Form (32) hat, so ist 

nach (33) und nach dem schon bewiesenen 
T,(y) = Bı T(y) Bi, 
wo T(y) ein Teiler von A,(y) ist; nach der Definition der allgemeinen Transformation 
ist aber 
T,(y) = B(T(y) x D(y)) BT, 

und 7(y) x D(y) ist ein Teiler von A(y). 

Für die Transformation einer Hülle hat man 

(42) CLA(y), BY)]C”" = ICAY)CT", CBy)C”), 
wofür man leicht den Beweis findet. 

Wir wollen zuletzt diese Untersuchungen anwenden um dem Fundamentalsatz 
eine neue Fassung zu geben. Aus der Kongruenz 


(43) Ay)x Xy)=0 (mod B(y)) 
folgt nach Satz 5 
(44) Aly)=0 (mod XB(y)X”'), 


und aus (44) folgt umgekehrt (43), so daß man nach dem Fundamentalsatz sagen kann: 


Satz9. Es sei A(y) ein gegebenes Polynom und XB(y)X”' diejenigen Teiler von A(y), 
welche einem zweiten gegebenen Polynom B(y) im allgemeinen Sinn gleichartig sind. Die 
Transformatoren X(y) bilden dann mod B(y) einen endlichen Modul in bezug auf den 
Konstantenkörper. 


4. Invariante Transformatoren. 


Eine Wurzel der speziellen Kongruenz 

(45) Aly)x Iy)=0 (mod A(y)) 
wollen wir im folgenden eine Eigenwurzel von A(y) nennen; es ist zunächst klar, daß 
I(y) =y und auch jedes durch A(y) teilbare Polynom eine Eigenwurzel ist. 

Die Eigenwurzeln mod A(y) sind auch durch die folgende Eigenschaft charak- 
terisiert: 

Satz 10. Eine beliebige Kongruenz mod A(y) darf sowohl rechts als links mit einer 
Eigenwurzel von A(y) multipliziert werden. 

Wenn nämlich /(y) der Kongruenz (45) genügt, so folgt aus 


M(y), = M;,(y) (mod A(y)) 
sicher 


M,(y) x I(y) = Ma(y) x I(y) (mod A(y)), 


und die Eigenwurzeln sind die einzigen Polynome mit dieser Eigenschaft für eine be- 
liebige Kongruenz, denn dann muß aus der speziellen Kongruenz A(y) = (0 (mod A(y)) 
auch (45) folgen. 

Aus (45) schließt man nach Satz 5: 

Satz 11. Ein Polynom I(y) ist dann und nur dann eine Eigenwurzel von A(y), wenn 


(46) A(y)=0 (mod /A(y) I). 
Wenn /(y) zu A(y) relativ prim ist, so folgt aus (46) ’ 
(47) IAy)I' = Ay), 


d.h. A(y) wird durch Transformation mit I(y) ungeändert. Wir wollen daher auch ge- 
legentlich die Eigenwurzeln invariante Transformatoren von A(y) nennen. 
Man kann nun den Fundamentalsatz auf die spezielle Kongruenz (45) anwenden, 


und es leuchtet ein, daß die Eigenwurzeln von A(y) einen endlichen Modul in bezug auf 
Journal für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 3l 
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den Konstantenkörper bilden. Aus (45) erhält man aber auch leicht, daß das Produkt 
von zwei Eigenwurzeln wieder eine Eigenwurzel ist. 

Satz 12. Die Eigenwurzeln eines Polynoms A(y) bilden einen Schiefring E4 der 
ım folgenden der Eigenring von A(y) heißen soll. Der Eigenring mod A(y) ist endlich 
in bezug auf den Konstantenkörper K“” und der Rang ist kleiner als eine nur vom Grade n 
von A(y) abhängige Schranke N(n). 

Der Eigenring E, ist assoziativ und distributiv und hat das Einheitselement /(y)= y; 
unter den weiteren Eigenschaften von E soll erwähnt werden: 

Satz 13. Jede zu A(y) relativ prime Eigenwurzel besitzt eine eindeutige inverse. 

Wenn nämlich /(y) zu A(y) relativ prim ist, so kann man ein mod A(y) eindeutiges 
I,(y) so bestimmen, daß 


(48) I(y)x Iy) =y (mod A(y)), 
und /,(y) ist eine Eigenwurzel, wie aus 


(II) Ay) (II) = 1,AWy)II" = Aly) 
folgt. Aus (48) folgt weiter, daß 


(49) Iy)x Aw) =y (mod A(y)), 


und für ein gegebenes /(y) gibt es nur eine einzige Eigenwurzel /,(y), welche der Kon- 
eruenz (49) genügt, denn dann erhält man aus (49) wieder (48). 

Aus Satz 12 kann man einen weiteren wichtigen Schluß ziehen. Wenn nämlich 
/(y) eine Eigenwurzel von A(y) ist, so hat /(y) x /(y) = I‘®(y) und allgemeiner jede 
symbolische Potenz I"”(y) dieselbe Eigenschaft. Da aber je N(n) von diesen Potenzen 
mod A(y) in bezug auf K” linear abhängig sind, so folgt 

Satz 14. Jedes Element des Eigenringes von A(y) genügt einer Kongruenz 


(50) PH y)+ + lY)+kry=0 (mod A(y)), 
wor <_N(n) und alle k im Konstantenkörper liegen. 

Wir wollen später den Eigenring genauer studieren; um aber seine Bedeutung klarer 
zu machen, wollen wir hier seine Beziehung zu den Restklassen mod A(y) kurz behandeln. 

Wir sagen, daß zwei Polynome R,(y) und R,(y) zu derselben Restklasse Rmod A(y) 
gehören, wenn 


(51) R,(y)=R;,(y) (mod A(y)). 
Wenn weiter S,(y) und S,(y) zwei Elemente einer zweiten Restklasse 5 sind, also 
(52) Sıly) = Sz(y) (mod A(y)), 


so wird die Restklasse R + $ eindeutig bestimmt, wenn man festlegt, daß sie das Element 
R,(y) + $,(y) enthalten soll, denn aus (51) und (52) folgt 


R,(y) + Sı(y) = Ry(y) + S2(y) (mod A(y)). 


Das Produkt von zwei Restklassen läßt sich aber nicht so definieren, denn aus (51) und 
(52) kann man nur 


(53) Rıly) x Sy) = Raly) X Saly) + Ky) x Ay) x Sı(y) (mod A(y)) 


schließen, wo Ä(y) ein beliebiges Polynom ist. Das letzte Glied in (53) verschwindet 
für beliebige Ä(y) nur dann, wenn 
Aly)x Sıy)=0 (mod Al(y)), 
d. h. wenn S,(y) eine Eigenwurzel von A(y) ist. Man kann also sagen: 
Man kann das Produkt RS aus zwei Restklassen R und S mod A(y) nur dann 
bilden, wenn S eine Eigenklasse mod A(y) ist. 


Dabei heißt natürlich $S eine Eigenklasse, wenn ein und somit alle Elemente von 5 
Eigenwurzeln von A(y) sind. 


& 
33 
Aa 
DS 
= 
u 
R 
4 
I: 
3 
= 
& 
Sf 
>: 
4 
= 





BIT SE  , N a Re Se 
er n ER Dan ah ER a vo a zen T 
EI ER RNE ET # 


Ore, Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen. 243 


Die Elemente einer beliebigen Restklasse R mod A(y) haben alle den größten 
gemeinsamen Teiler D(y) mit A(y), und wir wollen D(y) den Teiler von R nennen; wenn 
D(y) = y, heißt R eine Primklasse. Wenn weiter C(y) ein bestimmtes Polynom ist, 
so liegen alle Produkte C(y) x R(y), wo R(y) der Klasse R gehört, in derselben Rest- 
klasse die wir mit C(y) x R bezeichnen. 

Wenn man nun alle Produkte R,(y) x S,(y) aus den Elementen der beiden Rest- 
klassen R und 5 mod A(y) bildet, so liegen diese Produkte in verschiedenen Rest- 
klassen mod A(y), wenn 5 keine Eigenklasse ist; wir wollen untersuchen, wie diese 
Produkte sich auf die verschiedenen Restklassen verteilen. 

Es sei D(y) der Teiler der Restklasse A(y) x S; dann folgt aus (53) 


R,(y) x Sıy) = Ry(y) x S2(y) (mod D(y)). 
Wenn aber diese Bedingung erfüllt ist, so können die Produkte in sonst beliebige Rest- 
klassen fallen, denn wenn 7(y) ein beliebiges, durch D(y) teilbares Polynom ist, so kann 
man nach $ 2, Teil I, immer ein K(y) so bestimmen, daß 


K(y) x Aly) x Sıy) = T(y) (mod A(y)). 

Satz 15. Es sei D(y) der Teiler der Restklasse A(y) x 5 mod A(y); bildet man 
dann die sämtlichen Produkte R(y) x S(y) aus den Elementen der Restklassen R und 5 
mod A(y), so müssen sie alle derselben Restklasse mod D(y) gehören, aber verteilen sich 
sonst auf beliebige Klassen mod A(y). 

Wenn A(y) x 5 eine Primklasse mod A(y) ist, so verteilen sich also die Produkte 
auf alle Restklassen, und man kann daher, wenn T7(y) ein beliebiges Polynom ist, 
immer solche Elemente R(y) und S(y) in R und $ bestimmen, daß 


Ry)xSw)=T() (mod A(y)). 

Es soll zuletzt bemerkt werden, daß man genau so, wie man hier rechtsseitige 
Eigenwurzeln eingeführt hat, auch linksseitige Eigenwurzeln definieren und alle 
früher abgeleitete Resultate auf sie übertragen kann, 

Aus (45) folgt sofort 

Ay) x IW) = JW) x Al), 
wo J(y) eine linksseitige Eigenwurzel ist, und es ergibt sich hieraus 
Satz 16. Jede linksseitige Eigenwurzel von A(y) hat die Form 


(53) J(y) = A) x Iy) x AT, 
wo I(y) eine rechtsseitige Eigenwurzel, und durch diese Korrespondenz erhält man einen 
Isomorphismus zwischen dem rechten und linken Eigenring. 


5. Anwendungen. 


Wir kehren nun zu der allgemeinen Kongruenz 

(54) My)x Xy)=0 (mod A(y)) 
zurück; nach dem Fundamentalsatz hat der Modul M der Lösungen X(y) von (54) 
einen endlichen Rang m in bezug auf den Konstantenkörper K”. Wenn aber X,(y) 
eine Lösung von (54) ist, so hat X,(y) x /(y) dieselbe Eigenschaft, wo /(y) alle Eigen- 
wurzeln von A(y) durchläuft; es folgt daher, daß man solche Lösungen 


X,(y), .. Am (Y) 
von (54) bestimmen kann, daß eine beliebige Lösung eindeutig in der Form 


(5) Xy)= XıWy) x Ily) ++ Xmly) X my) (mod A(y)) 
darstellbar ist. Wir wollen m die Anzahl der Lösungen von (54) nennen, und wenn e, 
der Rang des Eigenringes E, von A(y) in bezug auf X ist, so folgt 
(56) Mm = My &o 
31* 
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Satz 17. Die Lösungen von (54) bilden einen endlichen Modul M mod A(y) in bezug 
auf den Konstantenkörper, und der Rang von M ist durch den Rang des Eigenringes E, von 
A(y) teilbar. M ist auch als ein Modul mit E, als rechtem Multiplikatorenbereich darstellbar. 

Es sollen nun ein paar weitere Probleme behandelt werden, bei denen die Eigen- 
wurzeln eine Rolle spielen. 

Es sei zunächst A(y) = BA(y)B”' ein Polynom das (im speziellen Sinn) mit A(y) 
von derselben Art ist; man kann dann, wenn die Eigenwurzeln /(y) von A(y) bekannt 
sind, auch einfach die Eigenwurzeln /(y) von A(y) erhalten. Eine Eigenwurzel /(y) ist 
nach Satz 11 durch 


(57) BA(y) B' = T(y) x (IB) A(y) (IB) 
charakterisiert; wenn man B,(y) durch 
(58) By) x By) =y (mod A(y)) 


bestimmt, so folgt aus (57) nach der Formel (36) 
A(y) = T(y) x (B,IB) A(y) (B,IB)”', 
und es muß E 
B,(y) x Iy) x By) = I) 
eine Eigenwurzel von A(y) sein; nach Multiplikation mit B(y) erhält man 
(59) B(y) x Bi) x Ily) x By) = B(y) x Iy). 
Nach Satz 1 folgt aber aus (58) 
’ B(y) x Bıy)=y (mod BA(y) BT), 
und da /(y) eine Eigenwurzel von BA(y) B”" ist, 
B(y) x By) x Iy)=I(y) (mod BA(y) BT), 
daraus weiter 
B(y) x Bı(y) x I(y) x B(y)=I(y) x B(y) (mod A(y)), 
und ein Vergleich mit (59) zeigt, daß 
(60) Iy) x BW)=Bly) x I(y) (mod A(y)). 
Umgekehrt ist jedes Polynom /(y), das der Kongruenz (60) genügt, eine Eigenwurzel 
von BA(y)B”', denn man erhält 
(IB) A(y) (IB) = (BI) A(y) (BI), 
und da /A(y)/' ein Teiler von A(y) ist, so wird nach Satz 7 (BI) A(y) (BI) ein Teiler 
von BA(y)B”', w. z.b. w. 
Satz 18. Der Eigenring von BA(y)B', (A(y), B(y)) = y, ıst mit dem Eigenring von 
A(y) isomorph, und man erhält sämtliche Eigenwurzeln I(y) von BA(y)B”" aus der Kongruenz 
I(y) x B(y) = B(y) x I(y) (mod A(y)), 


wo I(y) den Eigenring von A(y) durchläuft. 

Wenn es sich aber um gleichartige Polynome im allgemeinen Sinn handelt, wenn 
also A(y) und B(y) einen Durchschnitt D(y) haben und folglich von der Form (32) sind, 
so geht (57) in 

BA(y)B' = B, Aı(y) Bi" = T(y) x (IB) A,(y) (IB) 
über, und man hat daher diesen Fall auf den speziellen zurückgeführt. Es ist somit nach 
Satz 18 


I(y) x By) = Bı(y) x I,(y) (mod A,(y)), 
wo /,(y) zum Eigenring von A,(y) gehört. Multipliziert man rechts mit D(y), so er- 
hält man für den allgemeinen Fall die Relation 


(61) I(y) x B(y) = B,(y) x Iı(y) x D(y) (mod A(y)). 
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Man kann weiter fragen, wann eine Identität 
(62) CA(y)C” = BA(y)B” 
bestehen kann; wir setzen wie früher spezielle Transformation voraus. Wir bestimmen 
ein B,(y) aus (58). Wenn man (62) mit B,(y) transformiert, so ergibt sich 
(B,C) Aly) (BC) = Aly), 
und es ist daher B,(y) x C(y) = I(y) eine Eigenwurzel von A(y). Multipliziert man 
diese Gleichung links mit B(y), so erhält man 


(63) B(y) x By) x C(y) = By) x I); 
andererseits erhält man aus (58) und Satz 1, indem man (62) berücksichtigt, 
Bi) x Biy)=y (mod CA(y)CT), 
woraus nach rechter Multiplikation mit C(y) 
B(y) x Bı(y) x C(y)=C(y) (mod A(y)) 


folgt. Wenn man dies mit (63) vergleicht, erhält man 
Satz 19. Eine Identität 


CA(y)C" = BAy)B, (B(y), Aly)) = y 
kann dann und nur dann stattfinden, wenn 


C(y) = B(y) x I(y) (mod A(y)), 


wo I(y) eine zu A(y) relativ prime Eigenwurzel von A(y) ist. 

Der Fall, wo es sich um gleichartige Polynome im allgemeinen Sinn handelt, ist 
etwas komplizierter. 

Zuletzt wollen wir untersuchen, wann eine Identität 


(64) AB(y)AT! = ACy)AT" 
bestehen kann, wobei wieder spezielle Transformation vorausgesetzt wird. Die Gleichung 
(64) ist natürlich mit 


(65) [A(y), Biy)] = [A(y), C(y)] 


gleichwertig. 
Aus (64) folgt zunächst, daß C(y) mit B(y) von derselben Art ist, so daß man 
C(y) = KB(y)K”' schreiben kann; setzt man dies in (64) ein, so erhält man 


AB(y)A”' = (AK) B(y) (AK)" 
und daraus nach Satz 19 
A(y) x K(y)=Al(y) x I(y) (mod B(y)), 
wo I(y) eine Eigenwurzel von B(y) ist. Die letzte Kongruenz kann man auch in der Form 
A(y) x (Ky) - Iy))=0 (mod B(y)) 
schreiben, und man erhält daher zuletzt 
K(y) = I(y) + R(y) (mod B(y)), 
wo R(y) eine beliebige Wurzel der Kongruenz 
(66) Aly)x Ay)=0 (mod B(y)) 


ist; umgekehrt erhält man aus einem Ä(y) von dieser Form eine Identität (64). 
Satz 20. Eine Identität 


AB(y)AT” = ACYy)AT, (Ay), B(y)) = Y, 
besteht dann und nur dann, wenn C(y) = KB(y)K" und das Polynom K(y) die Form 


K(y) = I(y) + R(y) (mod B(y)) 


hat, wo I(y) eine zu B(y) relativ prime Eigenwurzel von B(y) und R(y) eine Wurzel der 
Kongruenz (66) ist. 
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Kap. II. Darstellungen der Differentialpolynome. 
1. Vollreduzible Polynome. 


Es sollen in diesem Kapitel zwei Normaldarstellungen der Differentialpolynome 
untersucht werden, nämlich die Darstellung als Produkt von vollreduziblen Faktoren 
und die Darstellung als Hülle von unzerlegbaren Faktoren. In Teil I haben wir eine dritte 
Normaldarstellung untersucht, nämlich die Darstellung als Produkt von Primfaktoren. 

Die Hauptresultate über vollreduzible Darstellungen stammen von Loewy ?®); 
im folgenden werden sie in einer neuen Weise abgeleitet, u. a. vermeide ich die Anwendung 
der adjungierten Polynome. 

Ein Polynom heißt vollreduzibel, wenn es als Hülle von endlich oder unendlich 
vielen Primfunktionen darstellbar ist. 

Es ist vielleicht notwendig, hier zu erwähnen, daß ein Polynom A(y) endlichen 
Grades sehr wohl eine unendliche Anzahl von primären Teilern besitzen kann. Wenn 
nämlich A(y) durch zwei verschiedene Polynome 

C,B)Cr', C,B(y)Cz" 
teilbar ist, so ist nach Satz 9 A(y) auch durch alle CB(y)C" teilbar, wo 

Cly) = aCıly) + 6Caly) 
und c,, cz beliebige Elemente des Konstantenkörpers sind, und hieraus erklärt sich die 
Möglichkeit einer unendlichen Anzahl von Teilern. Es ist auch leicht, die notwendige und 
hinreichende Bedingung für unendlich viele Teiler anzugeben. 

Unter den Eigenschaften der vollreduziblen Polynome erwähnen wir zunächst: 

Satz 1. Ein vollreduzibles Polynom F(y) hat immer eine Basisdarstellung 


(1) Fi) = [PıW). - - » Pr), 


wo die Anzahl r der Primfunktionen der Basis gleich der Anzahl der Faktoren in einer 
beliebigen Primfunktionenzerlegung von F(y) ist. 

Wenn nämlich P,(y) ein beliebiger Primteiler von F(y) ist, so ist entweder 
F(y) = P,(y) oder F(y) ıst durch eine von P,(y) verschiedene Primfunktion ?,(y) 
teilbar; im letzten Fall ist F(y) auch durch [?,(y), Pz(y)] teilbar. Dann ist entweder 
F(y) = [P,(y), Pz(y)]| und der Satz ist bewiesen, oder es ist F(y) durch eine zu 
[Pı(y), Ps(y)] relativ prime Primfunktion P,(y), also F(y) durch [?,(y), Px(y), Ps(y)] 
teilbar, usw. Da der Grad von F(y) endlich ist, bricht dieser Prozeß nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten ab, und der Satz ist bewiesen. 

Es ist nach Satz 9, Kap. I, selbstverständlich, daß, wenn F(y) vollreduzibel ist, 
jedes mit F(y) gleichartige Polynom Q@F(y)Q@”" dieselbe Eigenschaft hat und 


OF(Y)QT" = [QPY)QT",.. , QPly)Q”] ist. 
Wir bemerken weiter, daß, wenn man ein vollreduzibles Polynom (1): als Produkt 
von Primfaktoren schreibt, etwa 


Fy)=Q,W) x X QW), 
die P,(y) in einer passenden Anordnung mit den (Q,(y) paarweise gleichartig sind. 
Für r=1 ist der Satz trivial, und der allgemeine Fall folgt leicht durch Induktion. 
Aus (1) erhält man nämlich 


FW) = [PıPıy) Pr", ..., PıPay) Pr’) x Pı@), 
und da der erste Faktor rechts, wie man sofort sieht, wieder vollreduzibel mit r — 1 
Basiselementen P,Pi(y)PT'i=2,...,r) ist, so hat er eine Zerlegung in Primfaktoren, 
die paarweise mit den P;(y) (= 2,...,r) gleichartig sind. Nach dem Hauptsatz über 
die Zerlegung in Primfaktoren folgt daraus das gewünschte Resultat. 


4) Man vgl. die in der Einleitung zitierten Abhandlungen. 
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Satz 2. Jeder Teiler T(y) eines vollreduziblen Polynoms F(y) ist wieder vollreduzibel, 
und die Basis von T(y) kann zu einer Basis von F(y) ergänzt werden. 

Nach der Konstruktionsmethode für die Basis ist klar, daß die Basis eines voll- 
reduziblen Teilers zu einer Basis des ganzen Polynoms ergänzt werden kann. Den ersten 
Teil beweisen wir durch Induktion nach der Anzahl der Basiselemente von F(y). Es sei 
D(y) die Hülle von allen Primfunktionen die T(y) rechts teilen; D(y) ist vollreduzibel, 
und wir haben 

Ty)=KWy)x Dy, FW = DW), Ply):-, Pry)]. 
Dann ist natürlich Ä(y) ein Teiler von 
F(y) x Du)" = [DP«(y) D,.. ., DP,(y) DJ, 
folglich nach Annahme vollreduzibel, und von der Form K(y) = DK,(y) D 
auch vollreduzibel ist. Daraus ergibt sich 


Ty) = KW) x Diy) = IK), DW), 


woraus man den Satz erhält. 

Es ist weiter klar, daß auch jeder linke Teiler von F(y) vollreduzibel ist, und 
daraus ergibt sich in Verbindung mit Satz 2 noch allgemeiner, daß jeder Faktor C(y) 
von F(y), der in irgendeiner Darstellung F(y) = A(y) x C(y) x B(y) vorkommt, 
wieder vollreduzibel sein muß. 

Die vollreduziblen Polynome können auchin der folgenden Weise charakterisiert werden: 

Satz 3. Ein Polynom F(y) ist dann und nur dann vollreduzibel, wenn zwei aufeinander 
folgende Faktoren einer beliebigen Produktdarstellung von F(y) immer umstellbar sind. 

Wir zeigen zuerst, daß F(y) vollreduzibel ist, wenn alle Faktoren umstellbar sind. 
Wenn die Primfaktorzerlegung von F(y) nur eine Primfunktion enthält, ist der Satz 
trivial; wir nehmen daher an, er sei für alle Polynome bewiesen, deren Primfunktion- 
zerlegung höchstens n — 1 Faktoren enthält, und beweisen ihn für Polynome mit n Prim- 
faktoren. Es sei F(y) = P,(y) x Fı(y), wo P,(y) eine Primfunktion und F,(y) nach 
Voraussetzung vollreduzibel ist. Dann ist aber P,(y) = F,P(y) Fr‘, und man erhält 
F(y) = [P(y), F,(y)], was mit der Behauptung äquivalent ist. 

Wenn aber umgekehrt F(y) vollreduzibel und F(y) = :::x Aly)x B(y)x 
eine beliebige Faktorzerlegung ist, so wollen wir zeigen, daß A(y) mit B(y) umstellbar 
sein muß. Nach einer früheren Bemerkung ist sowohl B(y) als auch A(y) x B(y) voll- 
reduzibel, und man kann nach Satz 2 


A(y) x B(y) = [B(y), Pıly) - - + Prly)] 
schreiben, wo die Primfunktionen ?;(y) in B(y) nicht aufgehen; daraus folgt aber 


A(y) er. B[IP,(y), ...; P,(y)] BB”. 
Wir wollen ein vollreduzibles Polynom gleichförmig nennen, wenn es die Hülle 
von Primfunktionen derselben Art ist. In der Basisdarstellung eines gleichförmigen 


vollreduziblen Polynoms können natürlich nur Primfunktionen derselben Art vorkommen, 
und es hat daher die Form 

(2) F(y) = [A,P(y)Ar',. .., ArP(y)Ar "), 
wo P(y) eine Primfunktion ist. Umgekehrt ist aber jedes vollreduzible Polynom von der 
Form (2) gleichförmig, denn wenn ?,(y) ein Primteiler von F(y) ist, so muß P,(y) mit 
einem Faktor der Primfunktionenzerlegung von F(y) gleichartig sein. 

Man kann nun beweisen: 

Satz 4. Wenn AP(y) A”’ ein beliebiger Primteiler eines gleichförmigen vollreduziblen 
Polynoms (2) ist, so ist A(y) von der Form 


wo I,(y),.. ., I,(y) Eigenwurzeln von P(y) sind. 


v—1 


‚ wo K,(y) 
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Der Satz kann durch Induktion bewiesen werden; für r=1 ist er nach Satz 19, 
Kap. I, richtig. Wir setzen A,P(y) AN" = P(y); wenn AP(y) A”' = P(y), so ist der Satz 
nach dem eben erwähnten Satz schon richtig. Im entgegengesetzten Fall ist aber das 
gleichförmige Polynom 


LPA,) P(y) (PAz)", . . ., (PA,) P(y) (PA,)"] 
durch (PA) P(y) (PA) teilbar, und es ist nach Voraussetzung 


P(y) x Aly) = P(y) x Ay(y) x Iay) + "+ Ply) x Arly) x I,(y) (mod P(y)) 
oder 


(4) Piy) x (Aly) — Agly) X Ialy) — — Ay) x L(y))=0 (mod P(y)). 
Wenn nun 


K(y) = Aly) — Asly) X Ialy) — Ay) x L(y)=0 (mod P(y)), 
so ist der Satz auch bewiesen. Wenn dies nicht der Fall ist, so schließt man aus (4) 


A,P()Ar' = KP(y)KT, 
und folglich nach Satz 19 


Ku) = Aıly) x Iıly) (mod P(y)), 
woraus man die Darstellung (3) erhält. 

Umgekehrt ist natürlich jede Primfunktion AP(y) A”', wo A(y) von der Form (3) 
ist, wieder ein Teiler von F(y), so daß man eine vollständige Übersicht über die Primteiler 
eines gleichförmigen, vollreduziblen Polynoms hat. 

Die Hülle von allen Primfunktionen derselben Art, die ein gegebenes vollreduzibles 
Polynom (1) teilen, soll ein größter gleichförmiger Teiler von F(y) heißen. Man zeigt 
dann ohne Schwierigkeit: 

Satz 5. Jedes vollreduzible Polynom kann eindeutig als Hülle von größten gleich- 
förmigen Teilern dargestellt werden. 

Genau so wie wir hier rechtsseitig vollreduzible Polynome eingeführt haben, kann 
man auch linksseitig vollreduzible Polynome definieren. Ein Polynom F(y) heißt also 
links vollreduzibel, wenn es eine linksseitige Hülle von Primfunktionen ist. Die Existenz einer 
Basis für F(y) folgt wie früher, und der Satz 2 gilt unverändert für linke Teiler. Aus 
Satz 3 schließt man aber sofort: 

Satz 6. Jedes links vollreduzible Polynom ist auch rechts vollreduzibel und umgekehrt. 

Nach den früheren Bemerkungen ist auch klar, daß bei linken und rechten Basis- 
darstellungen desselben vollreduziblen Polynoms immer dieselbe Anzahl von Basiselemen- 
ten vorkommen muß und die Basiselemente paarweise von derselben Art sein müssen. 


2. Darstellungen als Produkt von vollreduziblen Faktoren. 


Wir wollen nun diese Resultate zu einigen Untersuchungen über Normaldarstellungen 
von Differentialpolynomen benutzen. Wir beweisen zuerst einen wichtigen Satz von 
Loewy °). 

Es sei F(y) ein beliebiges Polynom; die Hülle 7,(y) aller Primfunktionen P(y), 
welche F(y) rechts teilen, ist dann, wie man leicht sieht, der vollreduzib leFaktor höchsten 
Grades, der F(y) teilt. Es soll daher H4,(y) der größte rechtsseitige vollreduzible Teiler von 
F(y) heißen. H,(y) ist eindeutig bestimmt, und jeder andere vollreduzible Teiler von 
F(y) ist ein Teiler von H,(y). Wir schreiben F(y) = F,(y) x H,(y), und F,(y) hat wieder 
einen eindeutigen größten vollreduziblen Teiler 4,(y) usw. Wir erhalten daher den Satz: 

Satz 7. (Loewy.) Jedes Differentialpolynom hat eine eindeutige Zerlegung in rechts- 
seitige größte vollreduzible Faktoren: 


(5) F(y) = @Hhıly) x x Hyly) x H,ly). 
5) Math. Ann. 62 (1906), S. 89—117. 
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Wir wollen weiter den folgenden Satz beweisen, der für verschiedene Anwendungen 
nützlich ist: 

Satz 8. Es sei F,(y) ein Teiler von F(y) und 

(6) FW) = bGly) X x Gely) X Guly) 
eine Zerlegung von F(y) in (nicht notwendige größte) vollreduzible Faktoren. Wenn dann 
F(y) die Zerlegung (5) in größte vollreduzible Faktoren besitzt, so ist jedes Produkt 
GlYy)x x GWy)(i=1,2,...,h) ein Teiler von Hy) x --x H,(y). 

Nach der Definition des größten vollreduziblen Faktors H,(y) muß G,(y) ein Teiler 
von H,(y) sein; der allgemeine Satz kann daher durch Induktion bewiesen werden, 
und wir nehmen an, es sei schon gezeigt, daß 

(7) H,-ı(y) x x HA,y) = Kıly) x G-ıly) X X Gy). 

Aus der Gleichung F(y) = L(y) x F,(y) erhält man dann leicht nach (5), (6) und (7) 
aHrly) xx Hy) x K-ıly) = Liy) x boy x aly) X x Gy); 
nach Satz 5, Kap. I, ist aber das Produkt H,(y) x x H;(y) durch das vollreduzible 
Polynom K;_1G;(y) K;_ı teilbar, und da H;(y) der größte vollreduzible Faktor des 
Produkts ist, so muß man 
Hi(y) = T(y) x Kı-ı Gily) Kizı 
haben. Nach Multiplikation mit Ä;_ı(y) erhält man 
Hy) x K-ıly) = Tly) x [Kı-ıly), Gly)) = Kıly) x Gy), 
und wenn man hier rechts mit G;_ı(y) X -*- X G,(y) multipliziert und mit (7) ver- 
gleicht, so erhält man die gewünschte Identität 
Hy) x x Hy) = Kıly) x Gy) x x Gy). 

Wir wenden nun den Satz 8 auf den Fall an, wo der Teiler F,(y) mit F(y) identisch 

ist. Es folgt dann aus (7) für i = k, indem wir k > h annehmen, 

Hıly) x x H,Wy) = Kıly) X Grly) X x Gy) = Kıly) X Fiy), 
und es wird somit F(y) ein echter Teiler von sich selbst. Dieser Widerspruch gıbt uns 
den folgenden Satz: 

Satz 9. Eine Zerlegung eines Polynoms in beliebige vollreduzible Faktoren enthält 
nıe weniger Faktoren als die Zerlegung in größte vollreduzible Faktoren. 

Genau dieselben Sätze gelten auch für die Zerlegung eines Polynoms in linksseitige 
vollreduzible Faktoren. 

Wir wollen nun der Einfachheit wegen F(y) primär annehmen. Die eindeutige 
Zerlegung von F(y) in linksseitige größte vollreduzible Faktoren ist nach Satz 6 auch eine 
Zerlegung in rechtsseitige vollreduzible Faktoren, und es folgt nach Satz 9, daß die links- 
seitige Zerlegung mindestens so viele Faktoren besitzen muß als die Zerlegung in rechts- 
seitige größte vollreduzible Faktoren, und durch die entsprechenden Schlüsse zeigt man 
auch das umgekehrte. Verbindet man dies mit Satz 8, so erhält man: 

Satz 10. (Loewy)°). Die Zerlegungen 

F(y) = Hıy) x x Hy) = L,lWy) x x L(Wy) 
eines primären Polynoms F(y) in rechte bzw. linke größte vollreduzible Faktoren haben 
immer dieselbe Anzahl von Faktoren, und es ist 
Hy)x x HW)=0 (mod Ziy) x x Li) 
und 
(mod Hıly) x x Hy))Zly)x x ZLy)=0 (i=1,2,...,h). 
°) Sitzungsberichte der Heidelberger Akad. Jahrg. 1917, 8. Abh. Man vgl. auch die analogen Untersuchungen 
von Krull: „Theorie und Anwendung der verallgemeinerten Abelschen Gruppen“. Sitzungsber. der Heidelberger 


Akad. Jahrg. 1926, 1. Abh. 
Journa] für Mathematik. Bd. 168. Heft 4. 32 
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3. Darstellung eines Polynoms als Hülle von unzerlegbaren Polynomen. 3 
Ein Polynom F(y) soll zerlegbar heißen, wenn es in der Form & 
(8) F(y) = TA), By) E 


dargestellt werden kann, wo A(y) zu B(y) relativ prim ist; im entgegengesetzten Fall 
heißt F(y) unzerlegbar. Der folgende Hilfssatz über zerlegbare Polynome ist oft nützlich: 


Satz 11. Wenn F(y) zerlegbar ist und die Zerlegung (8) hat, so ist jeder durch ä 
A(y) teilbare Teuer C(y) von F(y) auch zerlegbar mit der Zerlegung E. 
(9) Cy) = TA), (By), C@W)). 
Es ist klar, daß die rechte Seite von (9) ein Teiler von C(y) ist; um das umgekehrte & 
zu zeigen, setzen wir - 
cy)=Cy)x Ad), FW) = Fly) x Cy), I. 
und aus (8) folgt dann nach Division mit A(y) E | 
AB(y) A" = Fı(y) x Cı(y). $ 
Nach Satz 8, Kap. I, ist daher C,(y) = AD(y) A”, also C(y) = [A(y), D(y)], wo D(y) Fi | 
ein Teiler von B(y) ist. g 
Wenn in (8) die Polynome A(y) und B(y) weiter zerlegbar sind, so erhält man 
nach fortgesetzter Zerlegung: | 
Satz 12. Jedes Polynom F(y) hat eine Zerlegung als Hülle von unzerlegbaren total- Ä 
primen Polynomen | 
(10) Fiy) = IK), Krly) 
Dabeı heißen natürlich r Polynome A;(y) (=1,2,...,r) totalprim, wenn ein beliebiges 
K;(y) zu der Hülle der übrigen relativ prim ist. Für totalprime Polynome hat man 
Satz 13. Wenn die Polynome K;(y)(i=1,2,...,r) totalprim sind, so haben dıe 
Kongruenzen | | 
(11) X(y) =Ai(y) (mod A;(y)) (=1,2,...,r) 
eine eindeutige Lösung mod [K,(y),.... K,(y)], für beliebige Polynome A;(y) (i=1,2,...,r). 5 
Die Eindeutigkeit mod [ÄA,(y), . - :, Ä,(y)] folgt sofort. Setzt man * 
KW) = [KW Kly), Kaly)... Kr); £ 
so kann man ein R;(y) so bestimmen, daß % 
Riy) x Kly) = Aily) (mod Ki(y)), R 
und . 
Ay)==& Riy) x Ki(y) (mod [A,(y), - - -, Kr(y)]) ; 
ıst die gewünschte Lösung. . 
a 


Es entsteht nun natürlich die Frage nach der Eindeutigkeit der Zerlegung (10). 
Unter Anwendung seiner Theorie der verallgemeinerten Abelschen Gruppen hat Krull‘) & 
bewiesen, daß die unzerlegbaren Faktoren in zwei Darstellungen paarweise von derselben 
Art sein müssen. Wir wollen etwas schärfer beweisen: 

Satz 14. Zwei verschiedene Darstellungen eines Polynoms als Hülle von totalprimen 
unzerlegbaren Faktoren haben immer dieselbe Anzahl von Faktoren, und die Faktoren müssen 
paarweise von derselben Art sein. Weiter kann ein unzerlegbarer Faktor K(y) der einen 
Zerlegung immer einen Faktor L(y) der zweiten Zerlegung ersetzen, und jedes L(y) ist durch 
ein K(y) ersetzbar. 

Der folgende Beweis scheint mir wesentlich einfacher als der Beweis von Krull; 
es ist auch von Interesse zu bemerken, daß man durch dieselbe Methode auch einen 


?) Math. Zeitschrift 23 (1925), S. 161196. N 
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einfachen Beweis des Wedderburnschen Satzes über die Darstellung einer Gruppe als 
direktes Produkt von direkt unzerlegbaren Faktoren erhält. 

Der Beweis folgt durch Induktion, indem man annimmt, daß der Satz für alle 
Polynome niedrigeren Grades als F(y) richtig sei. Wenn nun 


(12) F(y) = [LıWy), - - -, Z(y)] 
eine zweite Zerlegung von F(y) ist, so wollen wir zuerst zeigen: 

Es gibt ein L;(y) oder ein K,(y), das ein K;(y) bzw. ein L,(y) in den Darstellungen (10) 
und (12) ersetzen kann. 

Wir nehmen r Ss an; weiter sei P(y) ein beliebiger Primteiler eines der K;(y); 
wir wollen X,(y) = K,(y) x P(y) annehmen. Es ist dann bequem, zwei Fälle zu unter- 
scheiden: 

Fall I. P(y) ist ein Teiler einer Hülle von weniger als s der Faktoren L;(y). Wir 
können die Bezeichnung so wählen, daß 


Ly) = Ik), .., Liy)) = Liy) x P@), 

und es folgt aus (10) und (12), wenn man mit P(y) dividiert, 

(13) TPKıy) PT... PKr-ıly) PT, Krty)] = [PLy(y) PT, Li), 
und durch Gradvergleichung sieht man, daß beide Seiten nur totalprime Faktoren ent- 
halten. Nach Voraussetzung gilt der Satz für das Polynom (13), und es muß daher das 
unzerlegbare Polynom PL,(y) P”' einen unzerlegbaren Faktor der linken Seite ersetzen 
können. Wir unterscheiden zwei Unterfälle: 

a) PL,(y) P”' ersetzt ein PK;(y) P", z.B. PK,(y) P”'. Man erhält dann aus 
(13) nach Multiplikation mit /(y) 


F(y) = [L(y), Kaly), - - -, Krly)]- 
b) PL,(y) PT ersetzt einen unzerlegbaren Faktor von K,(y). Man erhält dann 
in derselben Weise aus (13) eine Darstellung 


(14) F(y) . [A,(y), ER K,-ı(y), Lı(y), K,(y) x P(y)]. 
Dies ist aber unmöglich, denn wenn man (10) und (14) durch 


Ky) = IK), - - » Kr-ı(y)] 
dividiert so erhält man 
KK,(y)K” = [KL,(y) KT, K(Kı(y) x Pa) KT), 
woraus leicht folgen würde, daß Ä,(y) zerlegbar wäre. 
Fall II. Man kann in diesem Fall voraussetzen, daß jedes Ä;(y) zu der Hülle von 
s — 1 beliebigen ZL,(y) relativ prim ist. Dar <s war, so muß es ein Ä,(y) und ein Z,;(y) 
so geben, daß der Grad von Ä;(y) nicht kleiner als der Grad von Z,(y) ist. Dann ist aber 


Fy) = I.) K,ly). ZW], 
denn die rechte Seite ist jedenfalls ein Teiler von F(y) und der Grad kann nach den 
Voraussetzungen nicht kleiner als der Grad von F(y) sein. 
Der erste Teil des Beweises ist dadurch vollendet. Wir wählen nun die Bezeichnung 


so, daß 

(15) Fiy) = [L(y), Kıly), - - -, Arly)l. 

Aus (15) folgt zunächst, daß r = s ist und daß die Ä;(y) paarweise mit den Z;(y) 
von derselben Art sind. 

Dividiert man nämlich (10) und (145) durch Ä(y), so erhält man 


KK,(y)K"' = KL(y)K 
und weiter aus (12) und (15) 
(16) I[L,Z(y)Li',..„ZL(@)Li') = [IL Ky),..., LKly)Li). 
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Nach Voraussetzung müssen hier beide Seiten dieselbe Anzahl von unzerlegbaren Fak- 
toren enthalten, und die unzerlegbaren Polynome L,Li(y)Li' und L, K;(y) Li" müssen 
paarweise von derselben Art sein. 

Es bleibt daher nur übrig, aus (15) die Ersetzbarkeit aller L;(y) und K;(y) ab- 


zuleiten. 

In (16) kann man nach Voraussetzung ein beliebiges ZL, Li(y) Li‘ durch einL,K;(y)_L7" 
ersetzen, und wenn man dies ausführt und nachher mit Z,(y) multipliziert, so erhält man 

(17) Fy) = ILW), Kl), -- + ZW]. 

Jedes L;(y) ((> 2) kann also durch ein X;(y) (i 2) ersetzt werden, und jedes solche 
K;(y) kann zu einem solchen Ersatz benutzt werden. 

Aus (17) folgt aber umgekehrt in derselben Weise, daß jedes Ä(y) durch ein L(y) 
ersetzt werden kann, und daß jedes L(y) zu einem Ersatz benutzt werden kann. Die 
einzige Ausnahme bildet das Paar X,;(y), Li(y), aber wenn r > 3 ist, kann man eine zweite 
Darstellung (17) betrachten, worin K;(y) an der Stelle X;(y) auftritt. Wenn r > 3, ist 
daher die gewünschte Eigenschaft für alle_L(y) bewiesen. Aus einer beliebigen Darstellung 


folgt aber auch, daß Ä,(y) durch ein gr ) und L,(y) durch ein K(y) ersetzt werden kann, 
womit der Satz bewiesen ist. 
Der Ausnahmefall 


(18) F(y) = I[K,(y), Kaly)] = [LıW), Kaly)] = ILıWy), Ze(iy)] 
bleibt aber übrig. Um hier die Ersetzbarkeit von ZL,(y) durch ein Ä(y) zu zeigen, muß 
man beweisen, daß unter den beiden Gleichungen 

(19) Fy) = IK, Y), ZW), Fiy) = [KaW), Zeiy)] 
wenigstens eine richtig ist. Wenn aber G(y) = [K,(y), Z,(y)] nur ein Teiler von F(y) 
ist, so hat man nach Satz 11 

20) GW) = IK), (CWY), Ky))) = UCW), ZW), ZW)]- 
Da hier (G(y), X,(y)) von niedrigerem Grade als L,(y) ist, so muß in (20) Ä,(y) durch 
L,(y) ersetzbar sein. Dann erhält man aber 

F(y) = [e@y), Kıly)] = ILaly), (CW), Kıly)), Kly)] = ILely), K,W)l- 

In derselben Weise beweist man die Ersetzbarkeit der übrigen Faktoren in (18). 

Die Darstellung eines Polynoms F(y) als Hülle von totalprimen unzerlegbaren 
Faktoren ist im allgemeinen nicht eindeutig; die verschiedenen Darstellungen sind aber 


eng mit den Eigenwurzeln von F(y) verbunden. Wenn nämlich (10) eine Zerlegung 
von F(y) ist, so hat nach Satz 14 eine beliebige andere Zerlegung die Form 


(21) F(y) = [Aı Kıly) Ars... Ar Krly) Ar]. 
Die Kongruenzen 
Iy)= Ay) x I(y) (mod K;(y)), 
wo /;(y) eine zu Ä,;(y) relativ prime Eigenwurzel von Ä;(y) ist, hat nach Satz 13 immer 
eine Lösung /(y). /(y) ist dann offenbar eine Eigenwurzel von F(y), und umgekehrt 
gibt jede zu F(y) relativ prime Eigenwurzel eine Darstellung (21). Es ist also bewiesen: 
Satz 15. Wenn (10) eine Darstellung von F(y) als Hülle von totalprimen unzerlegbaren 
Polynomen ist, so hat jede andere Darstellung die Form 
F(y) = UK)... 1KrQy) 1], 
wo I{y) eine zu F(y) relativ prime Eigenwurzel von F(y) ist. 
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